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موقع الدکتور محمد رزق معلم الکیعیاء التعلنقى 


المفمغدم۷) 


بسم الله الرحمن الرحيم 


يسعدنا ونحن نقدم هذا الكتاب أن نوضح الفلسفة التى تم فى ضوئها بناء المادة التعليمية ونوجزها فيمايلى: 
١‏ تنمية وحدة المعرفة وتكاملها فى الرياضيات» ودمج المفاهيم والترابط بين كل جالات الرياضيات المدرسية. 
۲ تزويد المتعلم بها هو وظيفى من معلومات ومفاهيم وخطط لحل المشكلات. 
٣‏ تبنى مدخل ا معاییر القومية للتعليم فى مصر والمستويات التعليمية وذلك من خلال: 
أ) تحدید ما ينبغى على المتعلم أن يتعلمه و اذا يتعلمه. 
ب ) تحدید مخرجات التعلم بدقة» وقد ركزت على مايل: 
أن يظل تعلم الرياضيات هدف يسعى المتعلم لتحقيقه طوال حياته - أن يكون ا متعلم محا للریاضیات 
ومبادرًا بدراستھا - أن يكون المتعلم قادرًا على العمل منفردًا أو ضمن فريق - أن يكون المتعلم نشطا 
وو رک > کردا د شل اکر اضل جات ارامات 
٤‏ اقتراح أساليب وطرق للتدریس وذلك من خلال كتاب (دليل المعلم). 
٥‏ اقتراح أنشطة متنوعة تتناسب مع المحتوى ليختار المتعلم النشاط ا ملائم له. 
٦‏ احترام الریاضیات واحترام المساهمات الإنسانية منها على مستوى العام والأمة والوطن» وتعرف مسا مات 
وإنجازات العلماء المسلمين والعرب والأجانب. 
وفى ضوء ما سبق روعى فى هذا الكتاب ما يلى: 
علا يتضمن كتاب الرياضيات البحتة: ا لجبر والهندسة الفراغية - التفاضل والتكامل» وتم تقسيم الكتاب إلى وحدات متكاملة 
ومترابطة لكل منها مقدمة توضح خر جات التعلم المستهدفة وخطط تنظيمى لها والمصطلحات الواردة بها باللغة العربية 
والإنجليزية» ومقسمة إلى دروس يوضح ال هدف من تدريسها للطالب تحت عنوان سوف تتعلم» ويبدأ کل درس من 
دروس كل وحدة بالفكرة الأساسية لمحتوى الدرس وروعى عرض الادة العلمية من السهل إلى الصعب ويتضمن 
مجموعة من الأنشطة التى تتناول الربط بالمواد الأخرى والحياة العملية والتی تناسب القدرات المختلفة للطلاب وتراعى 
الفروق الفردية من خلال بند اكتشف الخطأ لمعالجة بعض الأخطاء الشائعة لدى الطلاب وتؤكد على العمل التعاونى» 
وتتكامل مع الموضوع كا يتضمن الكتاب بعض القضايا المرتبطة بالبيئة المحيطة وكيفية معالجتها. 
٭ كما قدم فى كل درس أمثلة تبدأ من السهل إلى الصعب» وتشمل مستويات تفكير متنوعة» مع تدريبات عليها تحت عنوان 
حاول أن تحل وينتهى كل درس ببند «تمارين» وتشمل مسائل متنوعة تتناول المفاهيم وا مھارات التي درسها الطالب في 
الدرس. 


وأخيرا ..نتمنى أن نكون قد وفقنا فى إنجاز هذا العمل لما فيه خير لأولادناء وللصرنا العزيزة. 


والله من وراء القصد» وهو يهدى إلى سواء السبيل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعایمی 


اٹمحتویات 
أولاً: الجبر و الهندسة الفراغية 


الوحدة الأولی: نظرية ذات الحدین 


3 نظرية ذات الحدين بأس صحيح موجب‎ ١-١ 

5-١‏ إيجاد الحد المشتمل على س ك من مفكوك ذات الحدین ی0 

١-م‏ النسبة بین حدين متتاليين من مفكوك ذات الحدين ۸ 
: الأعداد المركبة 

1-۲ الصورة المثلثية للعدد المركب 5 

8۰ھ نظرية ديموافر اڈ 

5 الجذورالتكعيبية للواحد الصحيح‎ ٣-٣٢ 


۸ النظام الإحداثي المتعامد في ثلاتة أبعاد‎ ١-٣۳ 
6 المتجهات في الفراغ‎ ٣ 
ٹمتجھات پر‎ ١برض‎ ۳٣-۳ 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


ت0( معادلة المستقيم فى الفراغ ۸۰ 


۹۰ معادلة المستوى فى الفراغ‎ ٢۲-٤ 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكيعناء التعليعى 1:10 :!! 31 77 


المحتويات 


ELE 


متطلبات قبلية فى التفاضل والتكامل NE‏ 


لوحدة الأولى: الاشتقاق وتطبيقاته 


۸ الاشتقاق الضمنی والبارامترى‎ ١-١ 
(0٢ المشتقات العليا للدالة‎ ۲-١ 
1 مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية‎ ۳-١ 
1۸ المعدلات الزمنية المرتبطة‎ 5-١ 


۳۸ تزاید وتناقص الدوال‎ ١-۲٢ 
"۲ القيم العظمى والصغرى (القيم القصوى).‎ ۲-٢ 
"۸ دراسةالمنحنيات‎ ٦٢ 
19۸ تطبيقات على القيم العظمى والصغرى‎ ٤-۲ 


٦ تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية‎ ١-۳٣ 
(۷۲ طرق التكامل‎ ۲-۳٣ 
۸۲ التكامل المحدد‎ ۳-٣ 
۸۹ تطبیقات على التكامل المحدد‎ 4-۳ 
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موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


أولا: الجبروالهندسة الفراغية 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


ولد نصر الدين الطوسی (۱۲۰۱م - ۱۲۷م) بجھرود قرب طوس الواقعة فى إيران» من أسرة علم وفلسفة» تتلمذ على يدى كمال 
الدين الموصلى ومعين الدين المصری؛ فدرس عليهما الحكمة والفلسفة وعلم الفلك والرياضيات» له باع طويل فى حساب عدد 
الإمكانات لحدوث الظواهر المختلفة» كما استخدم التباديل والتوافيق» وكان لكاردن (١٥٥۱م‏ -19177م) اهتمامات فى حساب 
عدد الإمكانات بطريقة مبدأ العد الأساسىء مما أتاح له مجالاً كبيرًا فی معمارية الحاسوب (ع اناا 117146 /©1لام00111) وهى 
عبارة عن تصميم وبنية العمليات الوظيفية للحاسوب: وتتناول هذه الوحدة مبدأ العد والعلاقة بین التباديل والتوافيق واستخداماتها 
نی حل بعض المشكلات الرياضية::وتعرف على نظرية ذات الدب .و 7ن جا 


أهداف الوحدة 


فى نهاية هذه الوحدة» وبعد تنفين الأنشطة فيهاء يتوقع من الطالب أن: 


يتعرف نظرية ذى الحدين بأس صحیح موجب. 5 يستنتج علاقات بين التوافيق مستخدمًا مفكوك ذى الحدين 
٤‏ يستنتج الحد العام فى مفكوك ذى الحدين. 17 يستنتج العلاقة بين مثلث باسكال ومعاملات مفكوك ذى 
7٦‏ 1 +؛ٗ .١١5ھ‏ لل 900 مض الحدين» ويستنتج بعض الأنماط فى مثلث باسكال. 

الحدين. يحل تطبيقات رياضية وحياتية متنوعة على نظرية ذى 
1 جد سام آى اد سرت دی ال رف نی الحدين. 


یوجد معامل أى قوة للمتغير س فى مفكوك (س+۶ص)" 
یوجد الحد الخالى من س فى مفكوك (س + ص)“ 

8 يوجد معامل أكبر حد فى مفكوك ذى الحدين 

7 يوجد الحد الأوسط فى مفكوك ذى الحدين عندما ن عدد 
زوجى والحدان الأوسطان عندما ن عدد فردى. 


۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 
وچ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


5 نظر ية ذات الحدين Binomial Theorem‏ 


الأدوات والوسائل 


3 آلة حاسبة علمية cevat‏ 5660866 | الدرس :)١ - ١(‏ نظرية ذات الحدین بأس صحیح موجب 
انئری(اے اناد الجن لمعمل على رن 2منمفگوھ2 
ذات الحدين 
الدرس (١_):__النسة‏ بين حدين متتالين من مفكواك ذات 
الحدين 


۱ 


مفکوك ذات الحدین 


س ے 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۲ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الأولى 


سوف تتعلم 

4 الربط بين مثلث باسکال 
ومعاملات مفكوك ذى الحدين. 

4 الصورة العامة لمفكوك (س + |)ن 
حيث ن 3 ص* 

4 الصورة العامة للحد العام حس ١+‏ 


4 رتبة وقيمة الحد الأوسط والحدين 
الأوسطين 


مصطلحات أساسية بم 


The expansion مفكوك‎ 4 
Binomial ذات حدين‎ 4 
The general term الحد العام‎ 4 
The middle tern  طسوألا اد‎ 4 


الادوات المستخدمة ےم 
4 آلة حاسبة علمية 
Scientific calculator‏ 


4 برامج رسومية 
Graphical programs‏ 


Binomial theorem for positive integer power 


۾ فک و ناقش _ 
نعلم أن: 
(س + )= س + ! 
(س + |)'-س 
ويمكن استنتاج أن: 
(س + ا) = س 
(س + ا)٣‏ = س 
> ما العلاقة بين عدد الحدود وقيمة الأس؟ 
> ما العلاقة بين قوى المتغيرين س »أفى کل حد من حدود المفکوك؟ 
> ماذا تلاحظ عن معاملات الحدود فى كل حدود المفكو ك؟ 
> هل یمکن استخدام مثلث باسکال للتعبير عن المعاملات؟ 
> حاول استنتاج قاعدة إيجاد مفكو ك ( أ+ب)د 


۲ 
"+ ؟سادا 


س2 
"بعس" ۱+ ۳سا دا 
r 0 3‏ بت 
+٤س‏ ا1+٦س‏ ا+ےس ! + 


مثلث باسکال Pascal triangle‏ 
زنرمعاملات المفكوك تتبع نمطًا يمثله مثلث باسكال 


المقدار ذو الحدين معاملات حدود المفكوك 


OOOO. 0 07وت‎ 


> ويمكن كتابة عناصر مثلث باسكال باستخدام التوافیق کما فی الشکل 
التالى: 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


RIK PETTITTE TET‏ یج 


نظرية ذات الحدين باس صحيح موجب | ١-١‏ 


ك۵ "' 
٣۴‏ مشكوك 1ل 


0 9 0 
لاملا اہ 
معاملات سک ك را 


بملاحظة الصف الثانى مثلا من مثلث باسكال نلاحظ أن ١ ٢ ١۱‏ تمثل "ى..ء ١‏ 
يہ "قم على الترتیب وأن مجموع هذه العناصر 'ث..ء 'ف,ء "قم تمثل عدد ل ١‏ 


المجموعات الجزئية التى يمكن تكو ينها من مجموعة تحتوى على عنصرين حيث 

"یہ + ای ل ٤‏ = ۲ 

المجموعة (س » ص) مجموعاتها الجزئية 0ء (س] ء (صہ]ء( س ء ص] ١‏ 

وبالمثل فإن: مجموع عناصر الصف الثالث - 

یر “قد » "قم ء "یم تمثل عدد المجموعات الجزئية التى نحصل ا" 
عليها من مجموعة تحتوى على ٣‏ عناصر وعدد هذه المجموعات ۸ = "9" 

أى گی + یں + "وم + "ود "٢‏ 

وعلى وجه العموم إذا كان لدينا مجموعة عدد عناصرها ن فإن عدد المجموعات الجزئية التى يمكن الحصول 


عليها منها = ٢‏ أي دوہ ١‏ دو + یں ہرم ذو د 
تعبيرشغهى: بالاستعانة بمثلث باسكال 
)١‏ أوجد معاملات ( | + ب)" على صورة توافيق. ٢‏ أوجد معاملات ( | + ب) على صورة توافيق. 
م تفلم 


مفكوك ذى الحدين 

إذا كان |> سدع ء ن 3 صہ+یکون: 

یس212 و تعقو س١۳‏ فو ۱3 چ 
وی اناد برا فی سی "بداو موف ےن 5)2 


ملاحظات على مفكوك ذى الحدین (ص+)“ 

)١‏ عدد حدود المفكوك (ن+١)‏ حدًا 

۲٢‏ المفكوك مرتب حسب قوی س تنازليًا ومرتب حسب قوی | تصاعدیا. 

۳ مجموع قوی س وقوى أفى أى حد يساوى ن. 

5) دلیل ف فی أى حد من حدود المفكوك يقل واحدًا صحيحًا عن رتبة ذلك الحد . 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر 0 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


م 
ف مال كتابة مفكوك ذات الحدين 
© اكتب مفكوك (٢س‏ + *ص )4 
© الحل 

(۲ س + ٣ص ٤)‏ = (٣س)+‏ و ,(٢س)'‏ ( ٣‏ ص) + ف( اس)" ( ٣‏ ص)' + یں (٢س‏ ) ( ۳ ص)' + ( ٣ص ٤)‏ 
۱٦ =‏ س؛ ۹٦+‏ س ص + ۲۱۹ س" ص" + ۲۱۹ س ص + ۸۱ ص٤‏ 
ڑا حاول أن تحل 
02 اكتب مفكوك: 
(1) (؟س +ص)' (ج) (س" -3)0 
حالات خاصة من مفكوك ذی الحدين: 
62 (۱ +س) =۱ + دو س + دو س" + ...+ سر 
رب (١1-س)ت‏ =۱ دی س ۴ دی س" ج + (-س)ت 
9 مثال 
60 اكتب مفكوك ١(‏ + س)' ء ثم استخدم ذلك فى إيجاد قيمة عددية للمقدار: 'ى». | یہ یا ...۳ فب 
© الحل 
(۱ + س)' = ۱+ "یس + اعبس" + "یں س' + یس + "یں س؟ + س' 
بوضع س = ١‏ فى الطرفين 


+١ = ')١ + ۱(‏ یں + ایم + ایس ہے + \ 
٣‏ داق + او + ایب + یہ ا ہے + ا 
الحد العام من مفكوك ذات الحدين The general term of the expansion of binomial‏ 


فی مفکو ك (س + ص)2 = سن + دو سا ص + ى,, س0" ص" + .... + صد 

لاحظ أن ع,- ڈو س ۵ص ۰ عم = لیس ذ٣ص‏ 

وبالمثل يكون: ع = و س ص" 

وبفرض الحد العام ع حيث ٠‏ < س < ن فإن حيث عر , , يمكن كتابته على الصورة: 


2 تقر رس 0 (ص آ2 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


ہد ا اہ جس ناء التعایمی 


نظرية ذات الحدين باس صحيح موجب | ١-١‏ 


ف مار 
© من مفكوك (س +۸ أوجد معامل الحد السادس 
س 

© الحل 
ع = یں (س)" 1 = "وى × ۲ س ' = ۱۷۹۲ س 
ومعامل هذا العد د ۱۷۹۳۴ 

لاحظ معامل ع ., = ڈیہ ( معامل الحد الأول )> (معامل الحد الثانی)ہ 

ليل حاول أن تحل 

(0) فى مفكوك (٢س‏ + )' أوجد كل من عم ء عي حسب قوی س التنازلية» وإذا كان عم = ع, ء أوجد قيمة س 


لق مثل 


3 ١ 
من مفكوك (٣س'- -- )"'ء أوجد الحد العاشر من النهاية.‎ )٤( 


© الحل 
الحد العاشر من النهاية فى مفكوك (؟س" - بل ٠")‏ هو الحد العاشر من البداية فى مفكوك (--' +٣س')''‏ 
0 4 ۹۳ 
رر ا کک وس ادك ريني 
٢س‏ 
9 حل آخر 
لاحظ أنه يمكن حساب رتبة الحد العاشر من النهاية فى مفكوك ('س' - پ)"ء وتكون رتبته مساوية 
١٠١-1١‏ ده 
٠ :‏ انفاة + الڈانڈ ۴ 3 1 e‏ وال ٣ x‏ 1 
ویکون ع., من النهاية هو ع, من البداية لو وپ اج ہہ 
تل حاول أن تحل 
١‏ 5 : 
تو ر ا ا 
ك0" 


۱ ) (س + )+ (س-ا) ۲ (ع, + عم + ع +.) ۱ 

ل ل ل 
۲ ) (س +ا) ۔(س -) ۲(ع,+ع+عہ+..) من حدود (س +ا) 
ف مثر 
(9) أوجد فى ابسط صورة (س + )1 + ( س-۲)" 
© الحل 

(س +۲)' + (س -۲)' = ؟ ( ے, + ےم + ےہ +( 
= ۲ (س' + ای س۶× ۲۲+ 'یہ, س" × ۶٢‏ + ۲ ) ۲ (س' + ۰٦س‏ + ۲٤١‏ س + )1٤‏ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


اَل حاول أن تحل 
(6) أوجد فى أبسط صورة ٠١+1١(‏ س )* ٠-1(-‏ س )° 


ي مثل 


ا E‏ س۳۹ق لاس الاين ااي امس سينا -(١1-#س)١‏ 
أوجد الحد الخامس حسب قوى س التصاعدية. 
© الحل 
المقدار يمثل مفكوك [(۳ + س) - (۲-۱س)]'' = ٢(‏ + ٣۳س)''‏ 
ويكون: 
ع, >''یہ,(٢)۷(٦س)‏ = ٣٤٣٣٣٤٤١ = س٣٤ × ۲ × ۳٣۳٣‏ س٤‏ 
[ حاول أن تحل 


ڑ2 هن کس اس زنس اواس 0دسس اج ای ارد اة اس درا للحن 


ای مال 


ذا کا“ : ۲ ۳ 
© إذا کان (۱ + جس ) اع ۰ س + ا بس" + اہس ان موك 
وکان ۱۱٦‏ = ۳ا أوجد قيمة كل من ن» ج حيث ج + . 
© الحل 
ن_ ,اك ن ٣ل‏ ۳۲ 
(۱+ ج س) = ۱+ ف جس + فم ج'اس'+ و ج'س '+ مت 
ا “ل تک وط2 0 
ل 
0 ن ا ن 1 . ن ن 
.× لہ ج =× ورج ×۱١.‏ کیب = × یج 
٢ 5 3 5: ۱ ۰‏ 
بالتعویض من () فى () x= ya ×١.‏ نے 
ل 
: . 32 وی ل 
x= Ùj ١٦٠٦‏ ا .لان Ù. ۲۰ x 7 x=‏ = 
٢ 1 5 EE‏ 
بالتعويض فى المعادلة (0) لجع دم 
[ حاول أن تحل 


2 من مفكوك (۱+ ج س)" إذا كان معامل الحد الثالث يساوى ۱۸۰ء وكان الحد الخامس يساوى 7٠١‏ أوجد 
قيمة كل من ج ء س حيث ج عدد صحيح موجب. 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


CE DV RAK ععلم الخست التعتی‎ TFT] 


نظرية ذات الحدين باس صحيح موجب | ١-١‏ 
9 مثال 
ET‏ دو ن 
© ® أئبت أن - ي 
قاس ١‏ ہہ 
۱ 37 : . 1 ۸ء کے 
١‏ إذا كانت النسبة بين ع, من مفكوك (س +')٭'ء ع, من مفكوك (س- -ام)؟! تساوى ج أوجد قيمة س 
0 الحل | ۱ 
: 5 ۱ - ۱ إن -۱- +۱ نان -۱ ص۔١‏ 
“ويس + 3 یس ۔١۔‏ لف ات : = چ 
اہ ن۔ہس ن ہس [٠س-١‏ | ن-١‏ 
5 | 0 ۰ ۷٦ہ‏ 
EE‏ 1 ی س٠‏ (ل) م 
1 7 1 َ‫ و 
عم من (س- )ا ای س (ت)؟ 
س س 
سن ٣‏ 45 . ۲۔۸ 5 
ضس کے اض يرق تق چھ 
الحد الأوسط فى مفكوك (س + |ا)ن The middle term‏ 


7 ا 1 

فى مفكوك (س +ا) نجد أن عدد حدود المفكوك - ن ١+‏ 

أولا: إذا كانت ن عددًا زوجيًاء فإن عدد حدود المفكوك هو عدد فردی ويوجد للمفکوك حد أوسط وحيد رتبته 
ع عزف هم 


1 ۲ 
ثانيًا: إذا كانت ن عددًا فردياء فإن عدد حدود المفكوك هو عدد زوجىء ويوجد للمفكوك حدان أوسطان رتبتاهما 
+۱ ن+؟ 


1 1 
لی مثر 
(۹) أوجد الحد الأوسط فى مفكوك (٢س‏ + 
@ الحل 
رتبة الحد الأوسط - 15 ١+‏ = ۷ 
عن = "0س" (جلم) = "ف (1)0 (1)2 س = "یس" 
ليل حاول أن تحل 


ذم مثال 
۲ 
© أوجد الحدین الأوسطين فى مفكوك ( د + ٠)‏ 
٭ن 
©> الحل 


١+ 9 7 51‏ . 5 
رتبة الحدين الأوسطين تساوى س والذى يليه أى عر » ع 


٠" ) 


حك 
س" 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


م۸۸ ۷ 1 1 ١‏ 
e‏ تع _ سک رب ۷ = یں × ل س" = ٣٢۲س؟‏ 


۸ ۷۷۲ 
٦ ٦ ٥ ۸-٤ ۸۔۷‎ ٥ ۳ ن٣‎ ٥ 
س۱۹۰١‎ س٣‎ × کہ سن = ف‎ X> = نات د‎ = ۹ 


ق حاول أن تحل 
(۸) إذا کان الحدان الأوسطان من مفكوك (٣س‏ + ۲ص)"' متساويين فأثبت أن ٣‏ 


فق مار 
60 أوجد الحد الأوسط من مفكوك (۳+٢س)"‏ + (9- ۲ س)۸ 
© الحل 


المفكوك د ؟ زع وماق ع ع) 
.“. الحد الأوسط = ۲ع 


= ۲ × یہي (۳)ٴ(٢س)‏ = ۱۸۱٣٤١‏ س٤‏ 
ق حاول أن تحل 
)6 أوجد الحد الأوسط أو الحدين الأوسطين من مفكو ك ٠۲(‏ س + )س ١‏ ا 


.. س۱ ہس میں 
E‏ _تمارين(ا-) +88 

اختر الإجابة الصحيحة: 

02 إذا کان رتبتا الحدان الأوسطان فى مفكوك ( س + ص)ذ هما ۸۰۷ فإن ن تساوى: 


٣ 01‏ با ۵ 
رج ٦٦ 0 ۱٦‏ 
YF 4x 6 1 :‏ ھ ×<غ ×۳ ۳ 5 ا 7 
9 كان 1+ فس + س + سس" + ....... + س“ = ٣۰٢١‏ فان س تساوى: 
١×٢۲ ×۳ ١×۳‏ 
١ 00‏ ابا 
٠١ (‏ (د) ۳ 
Y :‏ ۷۷۳۱ 
() مجموع معاملات حدود مفكوك (س' - 1 )" يساوى: 
O‏ ۷۲ إب) مه 
رج ۲ ره صفر 
١‏ الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکمیا 


نظرية ذات الحدين باس صحيح موجب | ١-١‏ 

(5) معامل الحد الخامس من مفكوك +١(‏ ۲س)''. 

ھا ٠ی‏ © ل یہ 

9١ت‏ © ل ی 
(0) فى مفكوك ذى الحدین إذا كان الحد العام هو "فر س“ “> يكون الحد المشتمل على س" هو: 

,, © , © 

رج عه ره لايوجد 
© إذا كان الحدان الأوسطان من مفكوك (+ 2 اوي فإن: 

© + (© | دعب 

©| ۸ب © ١‏ ۲ب 


©) إذا كان الحد الأوسط فى مفكوك (" + ) ” هو الحد الناسع فان ن تساوى: 


١ 0‏ ابا 
۵2 3 
(۸) فی مفكوك (۱+ ب س)' یکون معامل الحد السادس هو: 
)ی © ی 
© ",ره @ ی" 
() فى مفكوك ذى الحدين لدینا ۷ حدود موجبةء ٦‏ حدود سالبة فإن المقدار يكون على الصورة: 
@ (ا۔ی)" © (١-ب)"‏ 
© (ا+ب)" ھا ۔ب) ' 


ثانیًا : أجب عما يأتى: 
9 كان ادوس ۶ یمس کے +س* = ۲٥٢‏ أوجد قيمة س 


9 أوجد قیمة س النی تحقق (۱+ ۴ ٤۸٤ = ٦)۴ -١(-٦)‏ م۴س 


و" : (+س) "= ۱+" او س+ٴ یئ + 00 +س'' أثبت أن: 
0 ۱ یں +.+ اوں۔ ۹۲ © -١‏ یں + افيد _ا+أ''ف, د صفر 
ہس 
رم © س۔ے): 
سض ۲ سس 
© (س ٣٦+‏ )۶+ (س- ٤)٣۷‏ د (۴ +۲ س)°- (۴۷ -۲س)* 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر 1١١‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 
9 من مفكوك (۱ + س)ذ حسب قوی س التصاعدية إذا كان عم = 4؟س" » ع, = 1١٠١‏ أوجد قيمة كل من: ن» س 
(8) من مفكوك ١(‏ + سن إذا كان معامل الحد السادس يساوى معامل الحد العاشر أوجد قيمة ن. 
9 من مفكوك (س +ب)'' حسب قوی س التنازلية إذا كان معامل ع = ٣‏ اثبت ان ؟ أب = ١‏ 
9) من مفكوك (٢۲س‏ + _!_)؟' أوجد الحد الأوسط. 
و 
9 من مفكوك )(- ۔ ۰ )' أوجد الحدین الأوسطين. 
9 من مفكوك س؛ (س - ا )1 حسب قوى س التنازلية» أوجد الحد الرابع من النهاية. 
( إذا كان الحد الأوسط من مفكوك (س' + -!)'! يساوى ,7 فأوجد قيمة س. 
( أوجد النسبة بين الحد الأوسط والحد الخامس من مفكوك ( ك“ + )»ثم أوجد القيمة العددية للنسبة 
عندماس = ۳ 


9 إذا كانت النسبة بین الحد الخامس من مفكوك (ت + 7 )*' والحد الرابع من مفكوك (س --!)؟' تساوی 
۱٥١١١-‏ أوجد قيمة س ۲ 


١,‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


Finding the term contain xR in the expansion of 
binomial 


۱ 0.۰ ۱ 
سن )= سء ی( ( )۶+ ایس( س 


e‏ ( س ( +٣)‏ + رو ا 


¢ 3 1 0 1 
هل من السهل أن نوجد الحد المشتمل على س'' أو س'' أو الحد الخالى من س أو 
بدون الاسترسال فى كتابة حدود المفكو ك؟ 


ےآ يقة اللبحث بإيجاد المفكو ك تكو ن شاقة؛ ولهذا لایحاد الحد المشتما 
جد ان طريقة البحث بإب ل رو ےہ علی 
س“ من المفكوك نتبع الآتى : 


2 نفترض أن هذا الحد هو الحد العام عر ہر ونوجد هذا الحد بدلالة س. 


۲ نوجد مجموع قوى س فى الحد العام بدلالة ‏ ونضع هذا المجموع مساوبًا للقوة 


المطلوبة ك ومنها نوجد م التى تحقق احتواء هذا الحد على القوة المطلوبة ك ولدینا: ۱ 


الله س د ط یکون س + ١‏ هو الحد المطلوب. 

(ب) س 8 ط لا يوجد حد يحتوى على القوة المطلوبة من المفكوك. 
فى حالة البحث عن الحد الخالى من س نضع مجموع قوى س من الحد العام - صفر 
9 مثال 
0 یکر گا 110 أو ناملس فى هذا المفكولة 

من yT‏ س فی : 
© الحل 

۲ ۳ ۲ ۳ 

تس کے وج تک ا و 
وبمقارنة القوى س٢١٢۲‏ = س' 


۲-۱ص دا 


الحد المطلوب هو الحد السادس. 


٥ = ص‎ 


معامل ع, -١١ى,‏ (2 (٢)‏ ) = 1۹۳ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى ¶ 07١7‏ 39 


الوحدة الأولى 


مطل سوف تتعلم 
4 استخدام الحد العام فى إيجاد الحد 
المشتمل على سك والحد الخالى 
من س . 

4 إيجاد معامل الحد المشتمل على سك 
من المفكوك . 

4 إيجاد معامل أكبر قوة ل س. 


م مصطلحات أساسية 


4 حد عام General term‏ 
4 حد خالٍ من س term Free ox‏ 
۹ أكبر قوة Heightest power‏ 
4 معامل حد Coefficient‏ 


م الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific calculator 


نذا 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


اق حاول أن تحل 
ع8 5 ۲ 
9 أوجد معامل س * فى مفكوك (-5-5) '' 


لق مثل 


0 ١ 
: من مفكوك (؟س- ج-+ ) ' أوجد‎ )٢( 


ھا معامل س٣‏ ( الحد الخالى من س 
© أثبت أن المفكوك لا يحتوى على حد يشتمل على س" 
©> الحل 


ريك فعس اس( ين 70 ويك 
س 


(أ) لإيجاد معامل س" 
س 2 ے سیں؟ ۳-۹ س ے٣‏ ص = ۲ 


معامل عم = یہ × °۲ = ۳٦‏ × ۳۲ ۔ ۱٠٥٢١‏ 


© لإبجاد الحد الخالى من س ۹ سے ار س = ٣‏ 
الحد المطلوب هواع, = "یب ٦۷٦۷ ۔-')٢( ۲)١-(‏ 


رج) بوضع ۳-۹ س = ٢‏ .۷.۴ ٣س‏ لاس = اط 
.. هذا المفكوك لا يشتمل على س؟ 
لعل حاول أن تحل 


© 0 أوجد الخد الخال مز س فی سکرھ سا ل 
س 
3 ۳ 
"ا أوجد معامل س ' فى مفكوك  (‏ -_اب)*٠‏ 
س 


+ من مفكوك ( س + ) ٠١‏ حسب قوى س التنازلية إذا كان الحد الخالى من س يساوى معامل الحد 
السابع» أثبت أن ٦‏ | 5 ے٥‏ 


9 مثال 
0 كان نع مرحت | مر ایت أنه ل اوعد حا كال سو س مو متتو 3 س با اعمان 
مضاعف للعدد ۷ ثم أوجد هذا الحد فى حالة ن = ۷ ص 


1١‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


إيجاد الحد المشتمل على س ك من مفكوك ذات الحدين | ۷۲-١‏ 
@ الحل 
م ١‏ 
سا = وى (س )ل 2 کے طسو س سم 
س : 
او ا ا 
عندمان = ۷ ہر = ه0 الحد الخالی من س هوع- 
رید او ۲٢‏ 
ليل حاول أن تحل 
١‏ 7 
(©) من مفكوك (س" + ) ۳ن أوجد: 
س 
ا معامل الحد الذى يحتوى على س٣ذ‏ 
© إذا كانت ن = ٦‏ أوجد النسبة بين معامل الحد الذى يشتمل على من "ن ومعامل الحد الأوسط 


ای مار 


)٤(‏ من مفكوك (۲ + )" أوجد قيمة س التى تجعل الحدین الأوسطين متساو بين. 


@ الحل 
7 : ۹ا ے 
رتبة الحدین الأوسطين م والذی يليه أى .»ع 
ا =e‏ "ی 7 = ی( ©( 
اس . 
الكت e‏ 


اختر الإجابة الصحيحة: 
9 الد المشعيل عا س کی کرت + ای سازی: 


0802 (ب) تن ٠٘۵‏ 0,60 
0 كن 
فى مفكوك (س +7 ) ' يكون الحد الخالى من س هو: 
Û)‏ 2 9 52 2 32 ره لايوجد حد خال من س 
2 فی مفكوك س" (۱ + س)" یکون معامل الحد المشتمل على س هو: 
06 "في رج اوم = ك زه 8 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر 1۵ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


۲ 
زا فى د ے7 کرت رت ادن یوس عر ا 


© الثالث. ٴا الرابع. الخامس. ھا لا يوجد حد خال من س 
قے اج ۱ ۱ ۱ 
() فی مفكوك (اس'+ --)'' إذا كان معاملا س“ س" متساو بین فإن | = 
١ ©( ١ ®‏ (ج) ل ے2 
2 إذا كان الحد الخال من س فى مفكوك (س + )2 ہو ع, فان ن = 
02+ ابا (ج) ٠١‏ ره 
9 ا (ص۲+ )اذا كان معامل الحد الأوسط يساوى معامل س" فإن! - 
® © ے © ے © ° 
۵ . © بج ود 
© ف مشکو (اس سے ویس النازيه إذا كان الحد الخالي موس پمازی معامل النحد السايع نا 
)اب -2 © اب - + © اب" © اب-8 
(4) الحد الخالى من س فى مفكوك ٢(‏ س + ج-)" 
۳o 0‏ (ب) ١‏ (ج 7 (ھ) 61 
9) فی مفكوك ( 1+۱ س)" حسب قوى س التصاعدية إذا کان معامل ع,= 510 فان | - 
))۲ ابا اجا لم 20 


اجب عن الاسئلة الآتية : 
7ق كرد زعي ہے ایس اعد العامة 
فی س ین رر من من 
٦ 1‏ 1 ر 
(69) أوجد معامل س'' فى مفكوك س' ( گا + ٠")‏ 
س 
9 إذا کان الحد السادس فى مفكوك (۲ س - م )ذ حسب قوی س التنازلية خاليًا من س» أوجد قيمة نه ثم 
ابحث هل احد حدود هذا المفكوك يشتمل على س” أم لا 
١ 5‏ ع 
9) فى مفكوك (؟ س - ب ٢)‏ أوجد : 
ع 
أولايمعامل س" خانيّل الحد الخالى من س 
ظللثل أثبت أن هذا المفكوك لا يحتوى على حد يشتمل على س" 
أثبت أن ذى.ر:'ىر_, = 2 وإذا كانت النسبة بين معاملع,, فى مفكوك ١(‏ + س')ن ومعامل ع., فى 
مم 
مفكوك ١(‏ - ص)ن تساوى -۲:۳ أوجد قيمة ن. 
E 1‏ : ٢س‏ ص ر 
او حد معا 0 ل تھے ٭ سے 
9 أوجد معامل () * من مفكوك ( کے + ) 
9 أوجد معامل سذ فى مفکو ك (۱ + س)"ذ» ثم ثبت أنه يساوى ضعف معامل سذ من مفكوك (١+س)٢ذ‏ 


15 الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


إيجاد الحد المشتمل على س ك من مفكوك ذات الحدين | ۷۲-١‏ 


© فى مفكوك (س + )" أثبت أن الحد الخالى من س هو الحد الأوسطء ثم أوجد قيمة هذا الحد عندمان = ۸ 
SS‏ 9,۳1۱۷۷ 1 
9 فى مفكوك (سك + 5 حيث ك عدد صحیح موجب .اوجد : 


آولا قيمة ك التی تجعل للمفكوك حدًا خاليًا من س 
انيل النسبة بين الحد الخالى من س ومعامل الحد الأوسط لأكبر قيمة من قيم ك التى حصلت عليها من أولا. 


9© فى مفكوك (س" + بل ٠)‏ إذا كانت النسبة بين الحد الخالی من س ومعامل س" من هذا المفكوك تساوى 
س 


٥ء‏ أوجد قيمة أ ثم أوجد قيمة الحد الأوسط عندما س =۲ 
69 فى مفكوك (س٢‏ بأي)" إذا كان معافل سہ شاو ى عامل س18 اود کا 
ك 


قد ١‏ 5 56 
2 فی مفكوك یرپ جس ہت 


أولا أثبت أنه لا يوجد حد خال من س نيك إذا كان ع,-ع,, أوجد قيمة س 
١ 5 :‏ 3 
9 فى مفكوك (س + ے)" أوجد: 
س 
لول رتبة وقيمة الحد الخالى من س 


ثانيل قيمة س التى تجعل مجموع الحدین الأوسطين فى المفكوك یساوی صفر. 


9 أوجد قيمة الحد الخالی من س فى مفكوك (۹س' + )»ثم أوجد قيمة س التى تجعل الحدین الأوسطين 


5ک 3 تھ أن اد الغال مو س سارى معامل العد الى رى على س رکا 
س 5 
كانت ن = ٦‏ فاوجد النسبة بين الحد الخالى من س ومعامل الحد الأوسط. 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدة الأولى 


سوف تتعلم .سم من مفكوك (س+ا)" وبفرض أن الحدين المتتالين هما مس ٠٠+‏ مس 


4 إيجاد النسبة بين حدين متتاليين. 
4 إيجاد النسبة بين معاملى حدين 
متاليين. 


مصطلحات أساسية بم 


Consecutive terms حدان متتالین‎ 4 


الأدوات المستخدمة به 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific calculator 


ضا ا (س )سم (< 
2 "ق س( 
سے Xx‏ "0 
ا ك0 
ان | عن ١‏ إن - ص ١+‏ ۱ 
| إن ۔س ان س 
د | عن ددر (ن دس )١+‏ إن دس سے 
ص | ص١١‏ |ن۔س س 
00" ن - ص E‏ 1 سس 
ت2 ص الحد الاول 
ا معامل ےرب _ ن-س ١+‏ معامل الحد الثاني 
١‏ معامل عر 7 مغامل الخد الأول 
9 مثال 
® من مفكوك (س +۲ص)؟' أوجد كلا من : 
6 ے٢‏ © _معامل ع, © غد ٦‏ معامل ےر 
0 معامل ع, 44 معامل ع 
© الحل 
() £ ٢۲٣۔۲+١‏ شش 
2 ۲ س 
سنہ صن اھ 
5 س س 
١ں‏ معامل ےہ _ ۷ ا ۷ 
معامل ع, 14۷-1۲ ° 1 نل 
١ج‏ ح٦‏ عا بي عه 
14 2 2 
5 239" 5 ١ص‏ 5 E‏ ٣ص‏ ( 
س 
2ه , "ص .۹۰ "ص _. ۷۲ص' 
o‏ س ٤‏ بن 5 وس 


الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


وق الدکتور محعد رزق ععلم الگست ال CE DV RAK‏ 


النسبة بین حدين متتاليين من مفكوك ذات الحدین ۳-۷ 
ره معامل ٠‏ معامل ر _ معامل غ ي معامل ےب 
معامل ع معامل ع معامل ع 
_ #االا خط رم ١5-1‏ ۲ 
E 4 7 6 0‏ ےت 
ا x‏ ل x ¥ x‏ ل حا 


[ حاول أن تحل 
02 من مفكوك ( س" ةا 


ولا اوحد سات ھی ھا رغاس رتا كانت هذه النسبة تساوى ۲٥۰۸‏ أوجد قيمة س 
انیل اث ثبت أن هذا المفكوك لا يحتوى على حد خالِ من س 


9 مثال 


© من مفكوك (س +دص» إذا كان ؟ م, دع, +ع۔ أوجد سک عددي. 
© الحل 
ع + ع ۲ع, بالقسمة على ع, 6 ۲ 
٤‏ س ١+۸‏ ص ,_ ٤س‏ ٤ص‏ _ »م ۱ 
٢-٢) ) +) 0 ٤-۸‏ ١ص‏ س NT‏ بالضرب × هس ص 
4س" +٤ص'‏ = ١١س‏ ص 4س" - ٠١‏ س ص ٣+‏ ص' = صفر + ۲ 
۲س" - ٥‏ س ص +۲ ص" = ۰ (۲ س - ص) (س -۲ص) = ٠‏ 
٢س‏ 5 ص بن 3 صن 
سك كاه أو اك 
ص ۲ ص ١‏ 
[ حاول أن تحل 


0 من مفكوك (۷ س + - )*إذا كان ع, ٤ع,٣٢۶۲,ء‏ ع متناسبة أوجد قيمة س 

3 مثال 

(۴) إذا كانت معاملات ثلاثة حدود متتالية من مفكوك ١(‏ + س)ن ھی ١70‏ ۲۱ء ۷ حسب قوى س التصاعدية» 
أوجد قيمة كل من ن و رتب الحدود الثلاثة. 


© الحل 
بفرض ٤ے‏ عم ء بم هي الحدود المطلوبة 
معامل عرب _ ند-سجا١ ‏ ۲ نحصسجا _ ۴ 
معامل عر ص ٥ 7 ٥‏ 
0-۵ص ٥+‏ = "اس ن۔۸ے = -ه )۱( 
معامل 90ے تر نار ور دے ا 
معامل مس ١+‏ مس + ١‏ - س ٣ ١+‏ 
کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


الوحدة الأولى: نظرية ذات الحدين 


وبحل المعادلتين: (١)ء(۲)‏ .. ن = ۷س ده 


[ حاول أن تحل 
)٣(‏ إذا كانت الحدود: الثالث ء الرابع » الخامس من مفكوك (س + ص)ث ھی على الترتیب ۱۱۲ء ۰٤٤۸‏ ١٢۱۱ء‏ 
حتف كوس حون 


رت مثال إيجاد أكبر حد 


© أوجد أكبر حد فی مفكوك (س +ص)'' عندماس ٢٢ء‏ ص ٣‏ 


© الحل 
سی ١+‏ 71 7م ع ۱+٣‏ ر كدص _٢‏ ۲۳ ٣س‏ 
وج ص ۲ E‏ ص ۲ ٢س‏ 
ون ۳٣۰۳۔۳٣‏ 
أولا: سم الات لاس بے ا سی .. ٥س‏ ج٣۳‏ پک مس ٠۹2‏ 
م 
من ذلك نستنتج أن ےہ > ےہ ک ےہ >>...... کے 
٦‏ امم 
ٹائیا: ك ث١‏ انا اام جد امن ٠.‏ ٥سی‏ >۳ کرس ک۹ 
ہم 


من ذلك نز س أن عں ضعب جع جع < 
.ر هو أكبر حد فی مفكوك (س +ص)“' ویساوی ' ی ہم = ٢٤٤۹ ٤٤٤‏ 


مخ تم ینںںےم 882 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


چ د @ ` 
۸س 
© اص © ۸س 
٣س‏ ٣ص‏ 
© فی مفكوك -١(‏ س)" معامل الحد السادس : معامل الحد الخامس 000-0 
۸ کے 
® )2( ات 
© 7 5 تکو = 
فی (س + ص) = 253833331010139 
٤‏ 
0 اص (ب) ٥س"‏ 
٦‏ ٴس یٹ ٦‏ ص 
0 سے ۲ 
١ ©‏ 9 تب 
۳۲۲٢‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


النسبة بین حدين متتاليين من مفكوك ذات الحدین ۳-۷ 
() فى مفكوك (٣ا-٢ب)''‏ إذا كانت النسبة بين الحدين الأوسطين على الترتيب تساوى-” فإن|:ب - 00 
([)۹: (ب) ۽ :۹ 


ج 0 


ثانيًا : أجب عن الأسئلة الآنية: 
۱ ۳ 5 3 
(0) من مفكوك (٢س'‏ + )'' أوجد كلا من: 


@ ے٣‏ ابا ۓ٤‏ 
2 0 

٦ @‏ © معامل عع 
2 ےت معاملع۔ہ 


0 فى مفكوك ١(‏ + س)" إذا كان عم = ۲ع, فأوجد قيمة س ال 211111111 

انق مكرك | OT‏ كان ید اف ہمہ بر تا قا وسداقيية كلذمق امون 

(۸) إذا كانت عم :عم من مفكوك (| + ب)ذ تساوى النسبة بين عم : ع, من مفكوك (| + ب) أ * " فأوجد قيمة 
3 


() فی مفكوك(١‏ + م س)إذا كانت ٤ع‏ = ۷ع ج - + ملاحظة وذلك عندما س = ١‏ فأوجد قيمة كل 


٦ 


من م »ل 

2 أوجد عدديًا اكبر حد فی مفكوك ("- دس )*اعندما س = + . 

9 فى مفكوك (س + ص)ذ حسب قوى س التنازلية إذا كان الحد الثانی وسط حسابى بين الحد الأول والحد 
القالث عيدها س = ٣‏ ض فأوجد قيمة ن: 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۲١‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الأعداد المركبة 


Complex numbers 


مقدمة الوحدة 

يعد (جان روبير أرجاند) من أعلام الرياضيين البارزين» وهو أول من درس الأعداد المركبة 00959 exاomp‌c‏ تفصيليًا واستخدمها 
فى إثبات أن لجميع المعادلات الجبرية جذورًا سواء حقيقية أم تخيلية» وتمثل الأعداد المركبة بالشكل أو المخطط المعروف بمخطط 
٥۵ Diagram‏ تكريمًا للعالم الفرنسى أرجاندء إما بنقطة (س» ص) حيث س العدد الحقيقى على المحور السينى» وتمثل ص العدد 
التخيلى على المحور الصادی أو بكمية متجهه (:630/) مقدارها یساوی م! س" + ص" واتجاهها ظا حك . كما سنتعرف فی 
هذه الوحدة علي الجذور التكعيبية للواحد الصحيح وحل تطبيقات على الأعداد المركبة التى تدخل فى حياتنا كالكهرباء والديناميكا 
والنظرية النسبية » وميادين الفيزياء المختلفة » وهذه الأعداد هى أعداد مرنة لها القدرة على الوصول إلى النتيجة النهائية بشكل مرض. 

أهداف الوحدة 


فى نهاية الوحدة وبعد تنفين الأنشطة فيهاء يتوقع من الطالب أن يكون قادرا على أن: 


٢ه.)‏ + +ں؛ںه+ لي و ا مرت الصاو الاك لاجر Ee‏ 

اا قرف المولی والس لخادل ضرب طض مرن ولخارج 
ا کت ْ 3 يجرت العالباات السا على العلدالے کے فی ال را24 
ل ١‏ 5 يحل تطبیقات على الجذور التكعيبية للواحد الصحيح. 
o e o oa‏ یستخدم الأعداد المركبة فى حل المشكلات الرياضية. 

يتعرف نظرية ديموافر وتطبيقاتها. يستخدم بعض برامج الحاسوب فى حل مشكلات رياضية تتضمن 
يستنتج الجذور النونية لأى عدد مركب. عنقا مركة. 

يعبر عن جا ن 0ء جتا ن 0 بدلالة النسب المثلثیة للزاوية ومضاعفاتها. يستنتج خواص عمليتى الجمع والضرب على الأعداد المركبة. 
يتعرف مفكوك جا 0ء وجتا 0 كمتلسلات. يستنتج خواص العددين المترافقين. 

يستنتج قانون أويلر من خلال المتسلسلات. يستتتج خواص الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


يتعرف ويطبق طرق التحويل بين الصور المختلفة للعدد المركب. 


۲۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


J. M.RAZR 


\I/ 


مستوى او جاند Argand plane‏ 
مر افق conjugate‏ 
مقیاس Modulus‏ 
سعة ابا principle omplitude‏ 


NZ \I/ "07 


١/ 


صور مغلثة Trigonmetric form‏ 
نظر ية دیمو افر De Moivre's thearem‏ 
جذر root‏ 
جذر تر بیعی square root‏ 


آلة حاسبة علمية 


الصورة المثلثية للعدد المركب 


الدرس كا 
الدرس (۲ 7( 
الدرس E U)‏ 


نظرية دیموافر 
1 


1 


جذر تکعیبی cubic root‏ 
3 دائر 05 الو حدة Unitcircle‏ 
ج قطبی Polar‏ 


دروس الوحدة 


الصورة المثلثية للعدد کت 
نظرية ديموافر 
الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


17 


سوف تتعلم ٥‏ 

4 التمثيل البيانى للعدد المركب 
ومرافقة فى مستوى أرجاند. 

4 التمثيل البيانى لمجموع عددين 
مركبين. 

4 مقياس العدد المركب. 

4 سعة العدد المركب. 

4 السعة الأساسية للعدد المركب. 

4 الصورة المثلثية للعدد المركب. 

4 المقياس و السعة لحاصل ضرب 
عددين مركبين وخارج قسمتههما. 


مصطلحات أساسية سے 
4 مستوى ا جاند Argand plane‏ 
4 مرافق 
4 مقياس 


Conjugate 
Modulus 
Principle amplitude سعة أساسية‎ 4 


4 صورة مثلثیة 


Trigonmetric form 


الأدوات المستخدمة به 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific calculator 


الصورة المثلثية للعدد المركب 


Polar form of a complex number 


سبق أن درست الأعداه المركية» ؤعلمث أن العدد المركب يمكن کتابته غلى الصورة 
ع = س + ص ت (الصورة الجبرية)» حيث س » ص عددان حقيقيان » ت" = - ١‏ و فى 
هذا الدرس سوف نتعرف على صورة أخرى لكتابة العدد المركبء وكيفية تمثيله بيانيًا. 
الاحداثيات القطبية والديكارتية: 
الشكل المقابل يمثل دائرة طول نصف قطرها ل» 
| (سء ص) تقع على الدائرة ةوتقابل زاوية6. 
ہے ےد میٹ 
0 و ل 
حیثل= س"+ص" ءظا 2-0 أى أن: 
6- ظا“ وإذا تأملنا المستتوى الديكارين 
على أله سنوی قطی بحرت بطق الور الى على الجن الرجب لوز 
السينات فإنه يمكننا تحو یل الإحداثيات القطبية إلى ديكارتية والعكس . 


تحويل الإحداثيات القطبية إلى احداثيات ديكارتية 

إذا كانت النقطة أ فی الإحداثيات القطبية ھی ( لغ 0) فإن الإحداثيات الديكارتية لنفس 
النقطة ھی ( س» ص) حيث : 

س = ل جتا0 ص = ل جا0 

ویکون: (س» ص) =( ل جتا0 »ل جا 0) 

مستوى أرجاند 

قام العالم الرياضى "أرجاند" بتمثیل العدد المركب ع بيانيًا على مستوى إحداثيات 
متعامدة» وجعل المحور الأفقى س س يمثل الجزء الحقيقى من العدد المركب وجعل 
المحور الرأسى ص صر يمثل الجزء التخيلى من العدد المركب. فتكون النقطة التى 
إحداثيها (سء ص) تمثل العدد المرکب س +ت ص 


لی مثر 
)١(‏ فى شکل أرجاند المجاور نلاحظ أن 


النقطتين اللتين تمثلان العددين ع ء - ع 
متماثلتان بالنسبة لنقطة الأصل (و). 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


۲٤ 
۳۴۱ 97٧7 Ç موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى‎ | 


الصورة المثلثية للعدد المركب | ۲ - ۱ 


كذلك نلاحظ أن النقطتين اللتین تمثلان العددین المترافقين عء ع متماثلتان بالنسبة للمحور س سر 
لاي حاول أن تحل 
0 مَل على شكل أرجاند كل من الأعداد: 
٣ = 42‏ + ٤ث‏ 3 2 3 وق 3 ١‏ + 2 
تفكيرناقب: ما الذى تمثله جميع الأعداد المركبة ع التی جزءها الحقيقى يساوى ٢‏ على شكل أرجاند. 
FY‏ ڪڪ 
8 تفلم ا _ 


The modulus and the amplitude (argument) of a complex nu mbeں المقياس والسعة ٹلعدد اٹمرگب‎ 


إذا كان ع - س + ص ت عدذا مركبًا تمثله نقطة ع(س » ص) فى ص 
ع (س. ص) 


مستوى أرجاندء فإن مقياس العدد ع هو بعده عن نقطة الأصل و . و يرمز 
لمقياس العدد ع بالرمز |ع| أو ل وتسمى0 بسعة العدد المركب» ويكون: 
ل ا×ص' > ظ۵ _ أنأى 0 ظا ص 
حت کے ظا ضا 22 

۲ س 1 


الصورة المثلثية (القطبية) للعدد المركب Polar form of a complex number‏ 
إذا كان ع -س + ص ت عددًا مركبًا مقياسه ل وسعته الأساسية 0 حيث0 3 ] -]7]:2] 
فإنه يكتب بالصورة ع = ل (جتا 6 + ت جا 0) ويتحدد قياس © تبعًا للحالات الآتية: 


س ٠>‏ ص = ٠‏ فإ - ٠‏ 
١أ‏ س>..ص > ٠‏ فإن 0 تقعفى الربع الأول 0-ظا(7) 


س < ۰> ص = ٠‏ فإن0 = 7۲ 


اب دك > ٠.‏ فان 6 تقع ف ا الثاذ 7-0 + ظا کر س =۰ » ص ٠>‏ فإن6 = 
س < .٠‏ ص > ٠‏ فإن 0 تقع فى الربع الثانى 0 


دع 3]- 


= فإن0‎ ٠ ظا ص س = ۰> ص<‎ ۱ 1 5 7 ٦ 
س<.ءص<. فان 8 الوم اقالث 6مچر بنا زا‎ © 


AM 


دا س > ۰ء ص<. فإن 0 تقع فی الربع الرابع 6-ظا 2 
9 مثال 
0 أوجد اتان والسعة الأساسية لكل من الأعداد المركبة الآتية: 
لاأاعٴع۔×+ت (9) عم ۔١۔ت‏ 
©> الحل 
٠.‏ صورة العدد المركب ھی : ع = س + ت ص فإن : 
اس اي . صدا 
0 العدد ع, يقع فى الربع الثانى 
ل = س" + ص" ')١(+")۲۱()+<‏ = ۷ د ۲ 
0 ۔ 7 +طا:'() 7ت 


e 
٦ ٦ ارچ‎ 


٥‏ رت 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۲۰٥‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


ا سء>۔+ء ص ١--‏ 
ل = اس + ص" = | (- ۳)۱ + )د۷٣‏ 
0= - 7 + اح ےج + 2 کل 


3 3 
[ حاول أن تحل 
ر6 أوجد المقياس والسعة الأساسية لكل من الأعداد المركبة الآتية: 0 
2 2 تذکرآن 
لتنا ع ۲٢‏ + ٢٥ت‏ ھا ع ع ۴۷-۱ ت 
° _ 9 
e‏ و ےی 7 


5 7 5 ويستخدم هذا القانون للتحويل 
خواص المقياس والسعة لعدد مركب لال سس إل قاس 


لكل عدد مركب ع - س + ص ت و سعته © يكون: دائرى والعكس. 
)١‏ اع|> صفر 
۲( سعة العدد المركب تأخذ عددًا غير منتهِ من القيم» وذلك بإضافة عدد صحيح من دورات 25/. 
أى إن سعة العدد المركب تساوى 0+ 1۲ ن حيث ن عدد صحيح. 
۳) اع| - | ع | اعا | -ع]| حيث ع هومرافق العدد ع 
٤گاع‏ ع داع]"د| ع" 
تفکیرناقد إذا كانت السعة الأساسية للعدد ع هى0 فأوجد السعة الأساسية لكل من الأعداد -ع ء ع »> 


دی مار 
(۴) اکتب كلا من الأعداد المركبة الآتية بالصورة المثلثیة: 
(0 ع, = ۲ ۔ ۴۷۲ ت @ ع, = ٤ت‏ 8© ع كك ۱ 
© الحل 
'.' صورة العدد المركب ھی : س + ت ص لذلك فإن: 
9 سک ع ص 
.ع يقع فى الربع الرابع 
ل = |ع,| = | سص'+ص' = ا (۲)۷+(۲ ۲)۴ = ۹۷ دع 


,2۰ : 
- ظا ا( ا ا) ۔ حك 


.ع = ل (جتا 6 +ت جا 0) 


3 
0 


)) (جتا( كة) + ت جا( حك‎ ٤= 


۲٦‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


الصورة المثلثية للعدد المركب ۲ - ١‏ 
© :.: س-. » ص - 
<. عم يقع على محور ص 
= اعباء س + ص" = () + 43" دع 
6 ۔ -2 ع, = ٤(جتا(ح4)‏ + ت جا(ح4)) 


ے٤‏ ى۷ -دت 1 
لجاع - < یہ ہو ہت 
=- ۳ ۰١ص١٠‏ 2 عم تقع فى الربع الثانى 
= اعما = ا س" + ص" = 1١ + ٣۷‏ د٣۲‏ 


دج + ظ۱ 20 Fe‏ 


- ۲( حتا ت0 ت حا م 
و ات و پور 
2030 

ا .. ع بقع على محور س E‏ 

ل = | ع| 2٠د"‏ +( = ۱ 8 0 

.٠. I= 0‏ ع, = ۳(جتا 75 + ت جا77) ۳ سس" 
أليل حاول أن تحل ۹۹۵ب 
© اكتب كلا من الأعداد الآتية فى الصورة المثلثية: و ا 

(1 ع۸ (©) ع, = مت ج) اعم -- "نات 


ميات س0 رکا نیت 


(4) أوجد المقياس والسعة الأساسية لکل من الأعداد الآتية: 


۱ جتا6 - تجا = 
40 = ۔۸(جتا٤؛‏ + ت جاه٤‏ ) جتا(- 6) + ت جا(-0) 
Ee 3‏ 
© ع, = ؟ (جاجٌ ‏ - ت جتاعٌ ) 
@ الحل 
ع 7 
® ع = - ۸ (جتا ٤٥‏ +ت جاهغ”) 
= ۸(- جتا “٤٥‏ -۔ت جا 20”) ص 06 
'.' س < صفر » ص < صفر <. ع يقع فى الربع الثالث 
ن٠‏ -دجتاهع” = جتا(۱۸۸ٴ + ٤٥‏ ) .> -جاهع” = جا(۱۸۸ + ٤٥‏ ) 
.٠.‏ ع = ۸(جتا "۲٢٢‏ + ت جا555 ) = ۸(جتا- "۱۳١‏ + ت جا - )٥۱۳١‏ 
.٠.‏ مقياس العدد ع, =۸ السعة الأساسية0 --185- ل2 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعايمى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


(#) = (جاغ 7 - ت جتا ج 7) 


ENO وب‎ 


14 
جاج 7 - جنا( + م 7) = جنا 7 = جنا (22) ES‏ 


8 ۷ 7 جنا 0 ھت 
اتا Te‏ اہ نوا ام ےہ 


٥ج‎ = )0+ ۳ ۲(جتا 2 + ت جا 2)) جتا(‎ = e 
© مقياس العدد ع, = ٢ء السعة الأساسية‎ .٠. 
ڑکا حاول أن تحل‎ 
أوجد المقياس والسعة الأساسية لكل من الأعداد المركبة الآتية:‎ )( 
) ء٥ ك ابا ع = رجا هع" - ت جا‎ 


م تعلم 
ضرب وقسمة الأعداد المركبة باستخدام الصورة المثلثية 
multiplying and dividing complex numbers using the polar form‏ 
إذا كان ع, = ل(جتاؤ, + ت جا0,) ء ع, = ل,(جتا0, + ت جا 6)) فان 
(١‏ 21 = لولم (جتا 6, + ت جا 0),) (جتا 0, + ت جا 0,) 
= للم (جتا(ؤ, + 6,) + ت جا(6, + 0,)) (١)‏ 


آ فإف اغ عا < لاغ 
سعة (ع۱ع)) = 6 + 0, 


ع ١‏ : ۱ 1 ا حتا ہے نك جا - ۲ 
۲( ل 1 جتا 6, پک : 6 5 3 (6, 8+ (6, 26 ) ( 
أى إن 8 نے OEE a‏ 


ع5 لم اعم ح٠‏ 
استعن بمعلمك لإثبات صحة العلاقات (۱)ء (۲) 
ف مثل 
(۵) عبر عن ۳ (جتا 2 + ت جا 22) × ٤‏ (جتا 4 + ت جا ) بالصورة س + ص ت 
@ الحل 
٣‏ (جتا 2 + ت جا 2) × (٤‏ جتا ‏ + ت جا ) 
٥ 0 , Mo. 5‏ , 1 
SS‏ ا اد 


= ۱۲ (جتا گج + ت جا ) = ۰(۱۲ + ت ))١(‏ = ۱۲ت 


۲۸ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


الصورة المثلثية للعدد المركب | ۲ - ۱ 


ق حاول أن تحل 
(ق) عبر عن ۲(جتا 4 + ت جا ) × (٣‏ جتا ا + ت جا)) بالصورة س + ت ص 
ف مار 
(5) إذا کان ع,ء ع عددين مرکبین ممثلین على مستوى أرجاند كما بالشکل المقابلء أوجد على الصورة 
س + ص ت العده ح۶ 
@ الحل 
من الرسم [ع,| ٢>“‏ سعة ع,- ۹۰ 0 ادن 


نع = ٢(جتا ٠٠١‏ + ت جا٦٠٠)‏ 


اعما کڈ سعة عم فد 

ےک وہ لا ازعنا ۳۷+ تجا7ھم) 
عاك جتا(- )7١‏ + تجا( ٠١‏ ) 
2 (جتا۱۰۰' + ت جا١١*)‏ 
= ۲ [جتا( ۲۰'-۴۸۰۰) + ت جا( ۱۰۰-۲۰)] 
= ۲ (جتا(- ۱۲۰) + ت جا( ۱۳۰)) 


eR OE 


07 
غ 


: 
ا[ حاول أن تحل 
) باستخدام مستوى أرجاند المقابلء أوجد ك" على الصورة س er‏ 
۱ 
)١‏ إذا کان ع = ل(جتا 6 + ت جا0) فإن 
49 ت (جتا (-6) + ت جا (-6)) (ب) ع۲ = ل'(جتا؟ 6 + ت جا ؟6) 


۲( يمكن تعميم حاصل ضرب عدد محدود من الأعداد المركبة فإذا کان ع ع ... عن أعدادًا مركبة وكان: 
ع, = ل,(جتا ©, + ت جا 06,)ء عم = ل,(جتا0, + ت جا 0,)» سس عن = لن (جتا 0ن + ت جا 0ن) 
فان: ع۱ خ٣‏ -... عن = لو لم ...... لن (جتا (0, + 9 + ا +0 ) + ٿت جا 6), + 6+ ...+ 16) 
وفى الحالة الخاصة عندما ع, = ع, = ..... دعن = ل(جتا 6 + ت جا 0) يكون: 


ع = ل(جتانو + تجانو) 


ف مثل 


(۷) ضع العدد -١‏ ت على الصورة المثلثية» ثم أوجد N= ١(‏ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغیة - الجبر ۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


© الحل 
٭٠‏ س ١=‏ 3 ص = ۔٠‏ یل ا سن هن كن کر کو یں او 


09 ۔ طا '(حد) دحك .. ١۔ت‏ = ۲۷ (جتا حك + ت جا) 
.“. (۱-ت) = ( ۲۷( جتا( تاگ ) + ت جا ( ا)۸ 
= 15 (جتا (- 25 ) + ت جا (- 77۲)) 
1١5 =‏ (جتا. + ت جا٠‏ ) = ١١‏ 
[ حاول أن تحل 
(۷) إذا كان ع, - ؟(جتا "٠۰‏ + ت جا ۱۰( ع, - #(جتا "٠٤‏ + ت جا ٤۰‏ ") 
أوجد العدد ع٠‏ ع" على الصورة س + ص ت 
الصورة الأسية ٹلعدد المركب (صورة أويlر( Exponential form of a complex number (Euler form) ٠‏ 
کل دالةفی المتغير سيمكن التعبير عنها كمتسلسلة من قوی س تسمى متسلسلة ما کلور ین (٥٥ا٢۱۸۵۰۱۵۷۲۱۲)‏ 
وفيما يلى نورد مفكو ك ما كلورين لبعض الدوال محل الدراسة فى هذه الوحدة. 
)١‏ دالة الجیب ص - جاس 
س _ س" س + (- )ن س٣‏ 


UM ™‏ عو 'ھ ÛY‏ 
(دالة الجيب دالة فردية جا(- س) = - جا س لذلك المفكوك يحتوى على قوى س الفردية) 


٤ ۲‏ كن 
جتاس ے یل گے پر کے کی كا هه + a.‏ 
لك لك ٢ن‏ 


(دالة جيب التمام هى دالة زوجية لآن جتا(- س) = جتا س لذلك المفكوك يحتوى على قوى س الزوجية) 
ك۳( الدالة الأسية ص - همس 


7 ن 
هات = ٢۲۱م‏ گل | گل | سس سسے۔. 5 سن + 0400 
۳٣ 2 ١‏ 7 
لاحظ أن 
ت س تس ٿس" ٿس ت سن 
هم = + 3۳ پ + 00 
١‏ لكك اف ن 
۳ ۳ 
نا 
١ =‏ اس س اس + 09-9-7 
۱ |۲ |" 
س" س سن س" 
= (١۔‏ + ہے ) جح اث( کک + 0ھ 
) ا اگ ١‏ ) لل لع ١‏ 
6 أضف إلى معلوماتك 


تت 0 5 ۱ 
د 2 E E EFE‏ ب چا سن 5 مات 
معادلة أويلر ه ‏ +١-صفر‏ 


أى إن العدد المركب ع = س + ت ص = ل(جتا © + تجا 0) يمكن كتابته على الصورة: وهى تربط بين أشهر ه ثوابت. 
فى صورة أويلر© يجب أن 


وتسمى صورة أويلر حيث 6 بالتقدير الدائرى. e‏ 


۳٣‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعایمی 


الصورة المثلثية للعدد المركب ٦۲۔۱‏ 
ف مار 
© اكتب كلا من الأعداد المركبة الآتية على الصورة الأسية (صورة أويلر): 
لأاع = +١‏ ت (ب) عم = ٢۳۷+۱‏ ت رجا ع - هم" + آت 7 ع - ٣ت‏ 
© الحل 


® ع -۱+ت تس ١=‏ ام ص دا١‏ 


ل = El‏ عم نه" +( r=‏ 


ر سے ری الأو ۲ 
می 3 a TE‏ 
() عم = ٢۳۷+۱‏ ت شس ھ ٢٢‏ > ص۷ 

۴ CF O) Fe 
ی كن + . عم يقع فى الربع الثانى‎ 
ب = له ٥ت د ٢ھ 7۴ت‎ 5 IE = (FV J b+ تر‎ =0 .*. 


۳ 


(ج) ع - ۴+۲ ت ۔ھ × الات ويكونل = إاعم| = هھ" 3 سعة عم - 4 
© .ع ۔۔٢ت‏ س =۰ » ص J. ۲٣‏ = أ( +( = = 


یں ال صد <. ع يقع على محور ص 
...0 - حك 3 و .تن 
ایا حاول أن تحل 


إذا كان ۷ وكين امن ع ال اة 
0 إذ ET a‏ ب العدد ع بالصورة الاسیة 
ضرب وقسمة الأعداد المركبة باستخدام الصورة الأسية. 


,ت 0ت 
إذا كان ع, = ل هھ ١‏ > = لہ ھ 1 


(0, + )ت 
فان ع ع۲ لل ف x»‏ ھ۲9 = ل لپ هھ +9 


ع.ر لر ھت ر لہ 8-0))ت 


(۹) أوجد ناتج كل مما يأتى فى الصورة الأسية: 
١ 3 7 5 3 3 7 3 5 0‏ ع ت بن 
(1) ۲ (جتا °۲١‏ + ت جا )۲١‏ × ۲( ج۸٥۱‏ - ت جتا۱۰۸') @ )( ( 


١‏ - ت 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۳١‏ 


| موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى ۰۴6,۱۶3۱1::8:1:۲1/0 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


© الحل 
أ) تحويل ع إلى الصورة المثلثیة القياسية كالآتى: 
'.: (جا “۱٥۸‏ - ت جا ۱٥۸‏ ) = جا (۹۰ +358 ) -ت جتا (۹۰ +358 ) = جتا 1۸ + ت جا “٩۸‏ 
(٣ ..‏ جتا ۲٥‏ + ت جاه5 ) × ۲ (جتا 1۸ + ت جا۸٦)‏ 
٦ =‏ (جتا *۲٢(‏ + 1۸) + ت جا (ه؟” + ))۹٦۸‏ 0 ڪڪ 


0 _ تا١‎ ٢ھ‎ ٦ = )۳۹۳ (جتا ۹۳" + ت جا‎  - 
7 ۸ 3 ° 6 
)٤٥هاج ٿ‎ + ٤هاتج(‎ ٣۷ = إب) .ات‎ 
7 × کپ‎ ٦ ))٤٥-( ت = ۲۷ (جتا(٤٤") + ت جا‎ - | 
e مغ*)‎ + "٤٥( ٿ جا‎ + ) ٤١ + (للشك) - جا(‎ 
جتا ۹۰ + ت جا ۹۹۰ - جتا  + ت جا‎ = 
3 ١ 
(جتا چ + ت جا )۷ = جتا سے + ت جا‎ =) ( 
ده‎  )42( =جتا(7) بت جا‎ 
ليل حاول أن تحل‎ 
ت» أوجد كلا مما يأتى فى الصورة المثلثية:‎ + ١ = تع‎ ٣۷-١ = إذا كان ع,‎ 62 
٦)ع( نااعع (ب) 0-7 ل‎ 
مثال‎ 9 
ھ5۶ ت بالصورة الجبرية س + ص ت حيث س ء ص 3 ح‎ 71١ = عبر عن ع‎ 6( 
الحل‎ © 
70۳ _ 5 03 . ع‎ - 2 
TINO 26-8 o Troll لع لهست‎ 
27 نا 25 بت ا‎ 5 1 
5 7 دی ۲۷ (جتا كك ات جا ججے)‎ 
ت) جح چو وہ‎ +0۷ 
١ 7۳ تج لخاد‎ 
ھ08"'٭+"‎ 97 تا+١۔ے‎ 


[ حاول أن تحل 
71ن 5 5 : 
(6 عبر عن ع = ۸ ه٣‏ ت بالصورة الجبرية س + ص ت حيث س» ص 3 ح 


۳۲ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


الصورة المثلثية للعدد المركب ٦۲۔۱‏ 
جا میںںہ۔!ں ‏ 


اكمل ما يأتى 
(1) العدد ع = ۲ - ٤ت‏ يُمثّل على شكل أرجاند بالنقطة | حیث | = ( سس( 


2 إذا كانت نقطة | تمثل العدد ع على مستوى أرجاند» ب تمثل العدد ع على مستوى أرجاندء فإن ب صورة أ 


٢ : 1‏ الث ہں. 
© إذا کان ع - گت فان |ع| = --- 
() إذا كانت © هى السعة الأساسية للعدد المركب ع فإن سعة ع هى - 
© إذا كان ع د عبان اعا - سال 

۰ح 

(۷) الصورة الأسية للعدد - ١‏ + ت ھی 0 
(۸) إذا كان ع = ١‏ + ۴۷ ت فإن السعة الأساسية العدد ١(‏ + ۴۷ ت)” هى 00 
(8) الصورة المثلثية للعدد ع = ۴۲-٢‏ ت ھی 0 
() إذا كانت سعة العدد المركب ع هى 0 فإن سعة العدد المركب ۲ع ھی 5< 


اخترالإجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
9 إذا كان ع = ۲۷ (جا ٠٠‏ + ت جتا 00" ) فإن السعة الأساسية للعدد ع تساوى 


0 °. © ٠ © ۳. G7 
إذا كان ع = (۱ + ۴۷ ت)ذو كان |ع]| = ۸ فإن السعة الأساسية للعدد ع تساوى‎ 9 
= إذا کان ع, = ل (جتا0, + ت جا0,)ء ع, = لم (جتا0, + ت جا0,) وکان 9, + 0, = الفان ع ع,‎ 29 
ھا ,ل © - ل ,ل © لت @ - للبت‎ 
تساوى‎ ٣- = سعة العدد المركب ع‎ 9 
ضفر (© .و (<) ۹۸۰ (ھ) .۷م‎ ® 
- | تفإن] ع‎ ۴۷ + ١- = إذا كان ع‎ © 
١ )5( ١9 ٣ ©( ت‎ ٣۴-۱ ھا‎ 
۳ كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر‎ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعايمى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


9 إذا كان ع, - - ١‏ - ت فإن الصورة الأسية للعدد ع هى 
09 نر 9 ہت 9 ۲۷ ی ات © ۲۷ت 


9 إذا کان ع, ۴۷۲+۲ تء ع,-- 51٠5-8‏ فإن سعة العدد ع, + ع, - 


“٠. ®‏ (ب) .عم (ج) ۸۰" © ...مه 
© إذا كان س + ص ت - !اجات فإن س" + ص" 
Û)‏ + ب" © ۔ب؟ © ) ب 230 


الشکل المقابل یمثل العدد المركب 
(1) ۲ (جتا ۳۰+ ت جا۰٣*)‏ 
رپا ۳(جتا 1۰+ ت جا٦٦)‏ 
(ج) ۳(جتا ۱۲١‏ '+ت جا١؟1")‏ 
© (جتا +٠۰۰‏ ت جا١ة١")‏ 


9 إذا كان ع عددًا مركبًا سعته الأساسية 6 فان سعة سے ھی 00 


0+ إب)-6 (جاج -6 © -ج‎ 6 (i) 


أجب عمًا يأتى: 


60 نو ل 


سب 


( ع۔ دام +٤ت‏ ع, ٤=‏ (جتا ٠"۔ت‏ جا (٤.‏ 


9 أوجد المقياس والسعة الأساسية لکل من الأعداد المركبة الآتية: 
() ی۔ہ۔ ١‏ +دت 
٤ 5‏ 
(#اع, ےی چے 
رج عم - - ؟(جتا +٥‏ ت جاه٤)‏ 


لداع = حدت ظا ۲۰ 


۳٤‏ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


الصورة المثلثية للعدد المركب ٦۲۔۱‏ 
69 إذا كان ع, = جتا +۱۱١‏ ت جا ٦٦ء‏ ع, = جتا ٤۲‏ + ت جا ۱۳۸" 
عم = جا ۲٤‏ + ت جا 21١4‏ أوجد الصورة الجبرية للعدد: 
69 إذا کان ع, =۲ (جتا +۷٥‏ ت جا 0”) » عن ٤=‏ (جتا ٠١‏ + ت جا »)٠١‏ أوجد على الصورة الأسية العدد: 
E‏ 
6۵ فى الشکل المقابل أوجد على الصورة الأسية العدد: غا 


0 اکتب كلا من الأعداد الآتية بالصورة الجبرية: 
9ع 


(ب) د ۲ھ ت 
جا ع ٣ھ‏ جات 
9 إذا كان ع- ۲( جتا كك + ت جا لك ) أثبت أن - ل ھت 


١ 
2 
إذا كان ع- ۷ +ت أوجد بالصورة الجبرية ع‎ © 
م6 إذا كان ع- ا 5 فأوجدالعدد ع فى أبسط صورة ثم أوجد [ع| حيثاءب دح‎ 
00 ً۷۹۷۹ 7ئ‎ 
إذا كان سعة ع,- جج لك »و سعة عب- - لله سعة عم - - گج أوجد:‎ ¢» 

0 سعة(ع؟ ع؟) سذ(ج ج) ® سدقا (2) سعة (ع؟) 


9 تغكيرابداعى: أثبت أن جتا 8 = (ه6ت+ه 6 ت), ‏ جا - حت رمت م 9ت) 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر o‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكیمنا 


De Moivre's theorem 


و 
وی فو .أ إذا كان ع عددًا مركبًا مقياسه لء وسعته الأساسية 6 فأوجد: 
2 نظرية دیموافر لأس نسبي )١‏ مقیاس العدد ع" ۲( سعة العدد ع" 
ا 0 إذا كان ع عددًا مركبّاء وكان السعة الأساسية للعددع 'هي6 فإن السعة الأساسية 
4 تمشيل جذور العدد المركب على للعدد ع ھی ہ0 
شكل أرجاند. 
ع تفلم 


نظرية ديموافر باس صحيح 
إذا كان ن عددًا صحيحًا موحبّا 
4 نظرية دیموافر demoivres ۸٥0٥٥۷٢١‏ 


root ۱ 7‏ ہے مثال 


6 عبر عن جتا ۳ 0 بدلالة قوی جتا‎ )١( 


© الحل 
٠‏ (جتا © +ت جا 0) = جتا ٣60+ت‏ جا 8 0 نظرية دمرائر 
أيضًا (جتا 0 + ت جا 0) - جتا "0 + ٣ق,جتا'‏ 0 (ت جا 0) 
+ ٣ق‏ جتا 0 (ت جا 8)" + (ت جا 0)" (نظرية ذات الحدين) 
= جتا 6 +٣ت‏ جتا" © جا -* جتا8 جا" 0 -ت ح6 00( 


من (١)ء‏ (۲) بمساواة الجزء الحقيقي 
:.٠‏ جا "0 +جتا"6 = 1 .. جا"6 -١-‏ حتا" 0 
.. جتا"؟ 6 = جتا" 6 -؟ جتا 6 جا" 6 

= جتا" 6 -؟ جتا 6 -١(‏ جتا" 6) 

= جتا" 6 -؟ جتا 6 ٣+‏ جتا" 6 

٤ -‏ جتا" © -؟ جتا 6 


الا حاول أن تحل 
() عبر عن جا 9٣‏ بدلالة قوی جا 6 


الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


29--272332222 022ل 


نظرية دیموافر باس نسبى موجب 

نعلم أن جتا 0 + ٿ جا 6 = جتا (0 + ٢ر‏ 7) +ت جا (0 + ٢ر‏ 7)؛ حيث ر عدد صحيح. 

فإذا كان ك عددًا موجبًا فان (جتا0 + ت جا 3)0 - جنا © + ٣د‏ + ت جا 8+ ٣ر2‏ 

أي إن مقدار (جتا6 + ت جا )2 يأخذ قيمًا متعددة تبعًا لقيم ر» ويكون عدد هذه القيم المختلفة يساوى ك من 


7 : ہے 7 7 ۲ 5 
القیم؛ الني نحصل عليها بوضع قیم ر- ٠.‏ -۲ء -١ء ٠٠‏ ۱ء ؟.... الني تجعل السعة 4+ ٣ر‏ 7 محصورہ بین -]2].7 
9 مثال 
)٢(‏ أوجد بالصورة المثلثية وبالصورة الأسية جذور المعادلةالآنية فی ك ع؛ = ۱(۸- ۴۷ ت) 
ثم اكتب مجموعة حل المعادلة. 


© الحل 
ع ۸-۸ ۳۷ ت .٠.‏ س ۸2ء ص =-۸ ۳٣٣‏ 
ل = ۲)۸(۱+(م۸ ٢) ٣٢‏ = ۱1 ء ظا0٥۔‏ فان حم يبراع 


او سے ف ع“ تع فى الزيع الرايع 
08ظا-'(۔ ۴۷)۔۔ جم 

.. ع*-15(جتا حل ) + ت جا( چ1)) 

ع( جت (-2 +۲ )+ ت جا (-2 +20 ر)) 


عندما رت. فإن ع۲ (جتا() +ت جا( )) ۲ھ" 


عندما ر-١‏ فإن ع٣۲‏ (جتا(22) +ت جا (42)) ۲ھ ات 


عندما ر--١‏ فإن ع٣۲‏ (جتا( )+ ت جا( 8)) ۲ھ ۴٣ت‏ 


وو 
عندما رت٢‏ فإن ع ۲(جتا(ا2) جا لے د 
5 ہا 719“ 0 YA‏ 
.'. مجموعة الحل۔(٢ھ‏ 27 ء ٢ھ‏ ٢ء‏ اه ٣٢ھ ٣‏ 
[ حاول أن تحل 
0 أوجد فی حك مجموعة حل المعادلة ع۶ ۳۰۲+۲ ت 


فوع مال 
() أوجد جذور المعادلة ع" - ١‏ وِمَقْل الجذور على مستوى أرجاند. 
© الحل 


ع ١-‏ 
= حتاء + ت جاء” 


ع = (جتاء* + ت جا )۲ 


کتاب الجبر والھندسة الفراغیة - الجبر ۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعايمى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 
= جتا + (۲ر۶۶) + ت جا + (٢ر77)‏ 
عندما رہ ٠‏ فان ع, > جتا + ت جاء” ١-‏ 
عندما ر - ١‏ فإن ع = جتا ا +ت جا 7٣‏ 
عندما ر - - ١‏ فإن ع = جتا = +ت جا -!40 


نلاحظ أن الجذور تقسم الدائرة التى مركزها نقطة الأصلء وطول 
نصف قطرها الوحدة إلى ٣‏ أقواس متساویةء وقياس كل منها 
٠‏ (إحداثيات النقط تکون رؤوس مثلث متساوى الأضلاع). 


انل حاول أن تحل 

( أوجد جذور المعادلة ع - ١‏ ومثل الجذور على مستوى أرجاند. 

الجذورالنونية 

الاد س دا سیآ فده مركت كو ق لها ن من الحذور عل الور ين دات 

يمكن حسابها بإيجاد الصورة المثلثية للعدد | ثم تطبيق نظرية دیموافرہ وتقع الجذور جميعًا في مستوى أرجاند 
على دائرة واحدة مركزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها |الّ. وتكون رؤوس مضلمًا منتظمّاء عدد أضلاعه ن. 


6 كنال (الجذور الخماسية للعدد - ؟”7) 

© مثل على شكل أرجاند الجذور الخماسية للعدد - ٣۲‏ 

© الحل 
الجذور الخماسية للعدد - ؟؟ ھی حلول المعادلة ع" -- ٣۲‏ 
وبتحويل العدد - ۳۲ إلى الصورة المثلثية. 
سن (حتا 7 +ت حا70) 
ع =۲ (إجتاء2 +ت جا) * 

= ؟ (جتا + (7 +٢ر77)‏ +ت جا = (7 +۲ر77)). 

نوجد الجذر الأول وذلك بوضع ر = صفر 
.٠‏ ع -؟ (جتا لك +ت جا ) - ؟ (جتا ۳٦‏ +ت جا””) 
وتكون قياس الزاوية بين كل جذر والذي يليه ھی نل = ”/١‏ 
ع ؟ (جتا (٦۳ٴ+‏ ۱۷۲) + ت جا (۷۲+۶۳)) - 5 (جتا ۱۰۸+ ت جا ۱۰۸) 


اعم د ؟ (جتا( ٢+٣٦‏ × ۷۲ ) + ت جا ))۷۲×۲+۳٦(‏ ۲ (جتا ۱۸۰ + ت جا ۱۸۰) 


اع (٢<‏ جتا )٥۷×۳+۰۳٦٣(‏ + ت جا ۲١ )) ۷۲ x ۳+ "۳٦٣(‏ (جتا ٢٥۲:+ت‏ جا ۲٥۲‏ ) 
۲ (جتا (- ۱۰۸ ) + ت جا (-۱۰۸)) 


۳۸ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


د | ۴۰٢۔۴‏ 
٢<,‏ (جتا (٣٣ٴ‏ + x ٤‏ ۷۲ ) + ت جا ٢ =)) ۷۲×٤ + :۳٣(‏ (جتا ۳۲٤‏ + ت جا ۳۲٤‏ ) 
= ۲ (جتا -٣۳ٴ+‏ ت جا )"۳٣-‏ 
ا[ حاول أن تحل 
() مثْل على شكل أرجاند الجذور السداسية للعدد ١‏ 
9 مثال 
(0) أوجد الجذور التربيعية للعدد ٥٤+٣‏ ت 
© الحل 
نفرض أن (٣+٤ت)‏ 


55 
۲ 


= س + ص ت بتربیع الطرفين 
+٣ ..‏ ٤ت‏ = س" - ص +۲ س ص ت 


بمساواة الجزء الحقيقى بالجزء الحقيقى والجزء التخیلی بالجزء التخيلى 


8 س" - ص"- ٣‏ -ے )١(‏ 3 ٢١س‏ ص۔٤‏ - + (۲) بتربيع (۱)ء (۲) والجمع 
.. س4 - ۲ س" ص" + ص + ٤س"‏ ص" = ۱1+۹٩‏ .. سء + ٣س"‏ ص" + ص؛ = ٣٣‏ 
ےھ لأس "يدن 2 ٠‏ (س + ص )-: س (م) 


بجمع (۱)ء (۳) > ٢۲س‏ -8 ومنها س =± ۲ عند س ۲ بالتعويض فى (۲) => ص ٠١‏ 
عند س ۔٢‏ بالتعویض فى (۲)---> ص - ١-‏ 
.*. الجذر الأول ت٢‏ +ت ‏ .:. الجذر الثائى --؟ -دت 

انل حاول أن تحل 

© أوجد الجذرين التربيعين للعدد ۷-٢٢ت‏ 

لق مثال 

٠ = -ت) س" - (4-7ت) س +۹ -لات‎ ١( أوجد فى ڪ مجموعة حل المعادلة‎ )٦( 

© الحل 


٣‏ ٤٤ت‏ ر ۹۔۷ت 
سل كدت تنخ ١‏ -ت 


باستخدام القانون العام لحل المعادلة التربيعية: 
_ دب ± ۷ب؟-٤اجہ‏ _ (ہ+ت)+۱(ہ+ت)۲- ٣×۸(۱+ت)‏ 
۲ ۲ 


(٥+ت)‏ ± ٢۲+٠١ت‏ -۔٣٣-‏ ٤ت‏ 
۲ 
(ہ+ت) ± ۷ -۔ ۸ +٦ات‏ 
۲ 


٠-ت+۸+س)ت+ہ(۔'س‎ = 


و 


نفرض أن | + ب ت ١=‏ -۸+ ٦ت‏ بتربيع الطرفين 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ۳۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 

ا ۔- ب" + ۲أ ب ت =- ۸+ ٦ت‏ 

(۲( ٦= ب٢‎ (١) أ'-ب"-م‎ 

٢+ب؟-۔٘٠‏ «”) من (١)ء(۳) ١-٢٢‏ کرت ہے بادلم 
.. + بت ےل( ۱+٥ت)‏ 

ى + 3 5 

.. س = کک سے س = ٢+٣‏ ت او س = ۲ - ت 
اڑا حاول أن تحل 
© أوجد فى حك مجموعة حل المعادلة س" + (۱ + ت) س -1 + ۳ت - . 


e 
¥ Dilo 5# 
باستخدام نظر ية ديموافر ثبت صحة المتطابقات الآتية:‎ )( 
جا 0° - ۲۰ جا "0 + ه جا0‎ ۱١ (ب) جا ہ6 ۔‎ ١+ جتا ٤0۔۸ جتاء ۸-0جتا'6‎ )( 
أوجد فىحك مجموعة حل كل من المعادلات الآتية؛ اكتب الجذور على صورة س + ص ت:‎ 0 
ع = (ب) ع +۸=. جا ع +۸ ت=.‎ 00 
حیث ع 3 ڪ‎ ٠ - ١68+ أوجد مجموعة حل المعادلة ع*‎ )( 
أوجد مجموعة حل المعادلة ع؟ - ۲+ ۴۲ ت . اكتب الحل على الصورة الأسية.‎ )( 


0 أوجد الجذور التربيعية لكل من: 
۴۰۲-٢ ©‏ ت © ١-ت‏ © نت 
© ٤ت‏ هاه مات 


2 أوجد الجذور التكعيبية للعدد ۸ ومثل هذه الجذور على شکل أرجاند. 
(۷) أوجد الجذور الرابعة للعدد - ١‏ ومثل هذه الجذور على شكل أرجاند. 
۷- ١١ت‏ 3 اب 
(۸) إذا كان متت - |+ب تہ أوجد قيم المقدار (۷-ب +ات)' 
٤‏ +دت 
(8) ضع العدد ۲۷۲ ١(‏ + ت) على الصورة المثلثية» ثم أوجد جذورہ التربيعية على الصورة الأسية. 
٣‏ 
9© إذا کان ع = 1-۸ ت أوجد ع" على الصورة الجبرية. 


9 تضکیرابداعی أثبت أن جتاٴ © - + ( جتا ٤+ 0٤‏ جتا ۲ 0+ )٣‏ 


٠٤‏ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


الجدور التكعيبية للواحد الصحيح 


Cubic roots of unity 


عمل تعاونی : مس سوف تتعلم 
باستخدام نظرية دیموافر أوجد مجموعة حل المعادلة ع" ١-‏ ۹ الجذور التكعيبية للواحد 
أوجد الجذور السابقة بالصورة الجبرية. وت 


4 خواص ا جذور التكعيبية للواحد 


خی 
4 تمثيل الحذور التكعيبية للواحد 


لوڈ و 
الجڈور التكعيبية للواحد الصحيح Cubic roots of unity‏ + مرافق الأعداد | +60 ء أت +00 


باستخدام نظرية ديموافر نجد أن: مجموعة حل المعادلة ع" - ١‏ هى: 
FV ) ١‏ ۔( ۴۷٣‏ 


أوجد مجموع الجذور الثلاثة . ماذا تالاحظط؟ 


١‏ لي + لعي ت سم د س ت. 
۲ ۲ 

ونلاحظ أن مربع أحد الجذرين المرکبین يساوى الجذر الآخر؛ 
ولذلك يمكن أن نفرض الجذور التكعيبية على الصورة ۱ء 00:6" مم مصطلحات أساسية 
حیث 00 سط يدك 4 2-2-0 + ۷ ت 4 جذر Root‏ 
5 58 ۲ ۲ 4 جذر تربيعى Square root‏ 
تفكيرناقه 4 جذر تكعيبي Cubic root‏ 
هل يمكنك إيجاد الجذور التكعيبية للواحد الصحيح باستخدام الصورة الجبرية +دائرةالوحدة Unit circle‏ 
للعدد المرکب؟ | 4 مرافق Conjugate‏ 


خواص الجذور التكعيبية للواحد الصحيح: 
إذا كانت ١ء‏ (٥ء‏ م هى الجذور التكعيبية للواحد الصحيح فإن 
-١‏ 0+۱ +0" صفر (مجموع الجذور = صفر) 
©+١(‏ =- ۰ 0+۱ '--22 ® +م' --) 
مه الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific calculator 


4 برامج رسومية 

2 الجذور التکعیبیة للو احد الصحيح تقع Graphical programs‏ 
على دائرة مركزها نقطة الأصل وطول 
نصف قطرها ١‏ وتكوّن رؤوس مثلث 
متساوى الأضلاع. 


“٤‏ (@ ۔(۵ھ٢)‏ ل٣‏ ات (0"-0) +۴۷ ت 


كتاب الجبر والهندسة الفراغیة - الجبر ۱١‏ 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى 7١7 Ç‏ ۰۴6,۱ 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


ای مار 


© إذا كانت ۱ء ۵ء ۵ء هى الجذور التكعيبية للواحد الصحيح . أوجد قيمة كل من: 


(mo + وه + ون" © و ۔-۔۔ے) ( + وه‎ + o) 
© 0 
الحل‎ © 
بأخذ العدد ه عامل مشترك‎ )۲۵( + 00+۱( ٠= المقدار‎ ® 
صفر = صفر‎ × ٥ = 
١ ١ 0 ۲ 
۵-۵ = لآ - ۳+ 0 + ۵۰ ) بالتعو بض ع‎ - ١(> (ب) المقدار‎ 


(Cm + ۲(ھ' + ®( + (ھ‎ - ١( - (mo + ھ١٣‎ )ھ۲۔'ھك۵٢‎ - ١(- 


1-=)0 - ۳)۲ + (= ))1-) ° + ۳())١۔(۲‎ ۔١(۔‎ 


[ حاول أن تحل 

0 إذا كانت ١ء‏ ©» ۵ ھی الجذور التكعيبية للواحد الصحيح . أوجد قيمة: 
ِ ت ١ ١‏ 
(mY + mo + ۲) i)‏ © رھ "زه" + سج" 


ف مار 


3 ع ۲ 
اثت أن[ 0 - mr‏ - ؟: - 00۷ ]٤ے‏ ۹ 
© د هه - م V- Or‏ 


© الحل 
5 ہ - er 00١ OY or 0 o er @N-إ Mr‏ 
المقدار =[ - :. =[ - 5 
Mo‏ م ۶(۲٢۔‏ ۷ 0(٢ ۲- Mo‏ '۔ ۷ 
٢‏ ۳ 
MOY) _ )٣۔‎ 0) ٥۵٥ +2‏ ۷۰ )۔[(۲۵۔ھ ]۶ ۔ [+ ۴٣‏ ت ]۶۔۹ 
227107 "7 
لا حاول أن تحل 


© أثبت أن ۔| 1+ ب + ©" + _ ج + |۱۵ + ب80 )۸۔۸۱ 
* ل = ۲ = 
0+ ب + ج00 0ج + بص +| 


٢ 0 5‏ ج 9 .4 
© أثبت أن س - نلك كك هو خد عاول التعادلة شس چ س جز دصريو 


© الحل 
ہیں ے FEE‏ ماف Tle Va OF‏ 
ST Sag‏ جح دجو جن 
أى إن س تمثل أحد الجذور المركبة للواحد الصحيح 
عندما س = ۵ فإن =١ + "6 + ۵ - ١ + ”6 + ١١"‏ صفر 
عندما س = س" فان ©`" + += 0" رم += . 
رھ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الجذور التكعيبية للواحد الصحیح | = 


[ حاول أن تحل 
©) کون المعادلة التربيعية التى جذراها ١(‏ + © - (۲)۲۵ء ١(‏ - © + ه١"‏ 


تچ تمارين()-سم ‏ $¥ 
إذا كان 002:1١‏ ۷" ھی الجذور التكعيبية للواحد الصحيح : 


© (ھ + ل)" رهس" + )= ل 


0 
5 5 -+م ٣‏ ات و ۸ 3 
اذا کا 2٤۱۷۳٣٣٣‏ فا ہی کے 00 
O‏ نل س ۲ ول س ٣س‏ 


ll 5 TO 


00 ١+ م‎ 
"0 - Or + 08+١0 


(۷) إذا کان | = ۵(٢‏ - ۲۵۵۳ء ب = ٣‏ + ہ0۵3" فان ٦|‏ + ب" - 00 


اخترالإجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
() مرافق العدد © يساوى 
mi‏ (ب) رم٢‏ 
رج m- ١‏ 
رتبت و 
® 00 
١ 2‏ © ٹر 
(ج ۳٣۵‏ - 6 
69 (ا + بص + ١ص‏ ') (ا + به" + اه ؛) ۔ 
١ 7‏ ۔ ب 
© ۔ ب" پان 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ار 


| موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعائبمی ۰۴6,۰۱3۱1:8:1:۲//0 


الوحدة الثانية: الأعداد المركبة 


١ ۴‏ 
09 مم .ےت تس 

© صغر (ب) ١‏ 

(رج)۔ے 290 


0 | - و00 م" 


|0" دو 
60 ٣ت‏ @ ٣۷+‏ ت 
(ج) ۔٣‏ (ه) ٠‏ 
69 إذا کان ١(‏ + )1۷| + بت حيث أ ب عددان حقیقیان فان (اء ب)- 
® ہےت) (با) 1 0 
© و" ( ۱(۵ -) 
© إذا کان ١(‏ + 6)ن - ١(‏ + ص" )ذ فإن أقل قيمة ل ن الصحيحة الموجبة هى 
0 ۲ (ب) ۳ 
(ج) ه (6 + 
٣۵ +۲۵ + ۵ + ۱ 9‏ +... + م١٠‏ - 
(ج) ص (ھ) ۔و۲ 
۷ إذا کان ع = تس فان | ع|- e E‏ حیث س عدد صحيح موجب 
0 ابا رم 
© س 0 
۰ 
m+ 5 0‏ - 
ص = ۱ 
© صغر کا ٦‏ 
(ج) ٢‏ (د) د بدن 


أثبت صحة المتطابقات الآتية: 
2-110 + © - هس" + و۴ ١۔-۔و؛‏ + هم" (۔ و۹ + س( ۲ 


ا 
© ( 2 )۲ ۔ ( ۱+ NX)‏ نداو؟ 
0 


0095+ ١ 

١+6)ت +١۱١‏ »ت 
(م ۳-7 ل 0۷-۲ 

V۷ - 0r ٣ - Mo 


٤‏ الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


الجذور التكعيبية للواحد الصحیح | = 
اھا( + )۸ ۔ 0" 


لوا( - ®" + 6( + )۱+ ® + Em‏ = و 


€9 أوجد قيمة کل مما يأتى: 
MF + o)‏ + عن" 
ابا( + ری + MY + ١( + CY‏ + ®" 
م '(ه - 0 (ه" - ۱( 
)١+ @)‏ )@' + ۲( 
١ ١ E‏ 


00 +۱ MY +۱ 


۱ ١ 
س دت)(١ + د+ت)‎ + ١راهز‎ 
0 0 
. ٠ےس٦‎ ۴ "س٥‎ + إذا كان س ف هت أثبت أن س" و ٦س ° + ٥س٤ + ۰س‎ 9 
٠ ےک‎ o 7 5 ١ ١ 
. إذا کان 1 ۽ هما جذرا معادلة تربيعية» فأوجد المعادلة‎ 9 
+۱1 00 + ١ 


69 إذا كان ع = ۲( + ت) (60" + ت) أوجد الصور المختلفة للعدد ع» ثم أوجد الجذرين التربيعيين للعدد 


ع فى الصورة المثلثية. 

9 تفکیرابداعی: أوجد قيم ن التى تجعل (؟ + 609 + ۵)۵۲ = ٢(‏ + ۵۲+ 0(0')ن 
ع ١ ١‏ ۲ 
© أوجد: (1) ک و“ © € (۱+و۔+ و 
ص = صفر جن = صقر 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الجبر ٥‏ 


| موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى 7١7 Ç‏ ۰۴6,۰۱ 


الهندسة هى علم دراسة مختلف أنواع الأشكال وصفاتهاء كما أنها دراسة علاقة الأشكال والزوايا والمسافات ببعضها وتنقسم إلى جزأين: 
الهندسة المستوية: وتختص بدراسة الأشكال الهندسية التى لها بعدين فقطء الهندسة الفراغية (الفضاء):وتختص بدراسة المجسمات التى لها 
ثلاثة أبعاد (طول» عرضء أرتفاع) وتتعامل مع فراغات مثل متوازى المستطیلات: والمجسمات الأسطوانية» والأجسام المخروطية والكروية. 
وأول من استخدم الهندسة هم الأغريق واكتشف طاليس اثباتات لبعض النظريات ثم جمع أقليدس بعد ذلك كل النتائج الهندسية ونظمها فى 
كتاب أطلق عليه [المبادئ] ثم تطورت بعد ذلك إلى الهندسة التحليلية وهندسة المثلثات وهندسة منكوفسكى (ذات الأربعة أبعاد) والهندسة اللا 
إقليدية» وغيرها وفى هذه الوحدة سوف نتناول استخدام المتجهات فى دراسة المستقيمات والمستويات والعلاقة بينهما فى ثلاثة أبعاد. 


فى نهاية هذه الوحدة؛ وبعد تنفين الأنشطة فيهاء من المتوقع أن يكون الطالب قادرا على أن: 


+ يتعرف النظام الإإحداثى ذى الثلائة أبعاد ويحلل المتجه فى الفراغ. ‏ يتعرف خواص حاصل الضرب القياسى والاتجاهى لمتجهين فى 
5 يوجد المسافة بین نقطتين فى الفراغ وإحداثیات نقطة منتصف المستوى والفراغ. 

قطعة مستقيمة فى الفراغ. 7 يتعرف الزاوية بين متجهين فى الفراغ. 
٣‏ يتعرف على المتجهات فى الفراغ من خلال: 17 يتعرف تعامد متجهين فالفراغ. 

4 تمثيل المتجه بثلاثى مرتب. 57 يحدد زوايا الاتجاه وجيوب تمامالاتجاه لمتجه فى الفراغ. 


٤٤‏ ٔ الأساسة ف CoN SAO‏ ° امل ال الا ا یٹ 
والاتجاهية لمتجه فى اتجاہ متجه آخر 
:© يتعرف المعنى الهندسى لمعيار الضرب الاتجاهى. 
۹ التعبیر عن أى متجه بدلالة متجهات الوحدة الأساسية ري » ص 0 7 ۰“ 
43 3 
4 التعبير عن القطعة المستقيمة الموجهه فى الفراغ بدالة 
أحداثيات طرفيها. 
" يتعرف حاصل الضرب القياسى وحاصل الضرب الاتجاهى 
لمتجهين فى المستوى والفراغ. 


مدر ك3 ع =( E‏ 


٦‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكيعناء التعليعى © 0١1:777‏ 


..۸9 


2 فراغ »م 2 مستوى plane‏ الضرب الثلاثى القیاسی 


2 لت الأبعاد ۵ <+ رف قياسي scalar triple product scalar product‏ 
< مسقط projection‏ 2 ضرب اتجاهي ۷۶١٢١٠٢ product‏ 2 متجہ الو ضع position vector‏ 
2 قاعدة اليد اليمنى right hand Rule‏ 2 مركبة المتجه component‏ 2 متجهالوحدة unit vector‏ 
2 متجه ثلانى ال رنب 30-۷۰۰٣‏ 5 معيار المتجه the norm of vector‏ 


الأدوات والوسائل 


< آلة حاسبة علمية الدرس :)١- ١(‏ النظام الإحداثى المتعامد فى ثلاثة أبعاد. 
الدرس :)۲-١١(‏ المتجھات فی الفراغ. 
0ھ ۶ +١")‏ ال 


النظام الإحداثى المتعامد فى ثلاثة أبعاد 
1 


موضع الجسم أو العمليات على المتجهات 


٠ص‏ 2 0 ۰ء ۷ 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكيعناء التعليعى ۱۱1۰۱۴۰۱۱۳۲/۹ ض۰ 


الوحدة الثالثة 


سوف تتعلم ےم 


4 تحديد موقع نقطة فى النظام 
الإحدائى ثلاثي الأبعاد. 

4 تعيين إحداثيات منتصف قطعة 
الفراغ. 

4 إيجاد البعد بین نقطتین فى الفراغ. 


مصطلحات أساسية سے 


4 فر اغ space‏ 
4 ثلائی الأبعاد 30 
4 مسقط projection‏ 


right hand rule قاعدة اليد الیمنی‎ 4 


plane مستوى‎ 4 


الأدوات المستخدمة به 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific calculator 


تج 


النظام الاحداثی المتعامد فی ثلاثة أبعاد 
The three- dimensional orthogonal coordinate‏ 
system‏ 
20 فكر وناقش 
۷ لتحدید موضع جسم على خط مستقيم يلزم معرفة بعد هذا الجسم عن نقطة 
ثابتة (اختيار ية) عليهء وتسمى نقطة الأصل (و). ا 


أ-س د 
وا س 7ے جين يحاي 
هذا الجسم على کل من محوري إحداثیات 
متعامدة. ۱ 


ا-(سءص) 3ح" 


۷ كيف يمكنك تحديد موضع جسم فى الفراغ؟ 


K‏ طلس 
68 تفلم _ 
النظام الاحداثى المتعامد فى ثلاثة أبعاد (ح") 

(ت۸) the three- dimensional orthogonal coordinate system‏ 
تتعین إحداثیات النقطة | فى الفراغ بالنسبة إلى 
ثلاثة محاور متقاطعة فی نقطة واحدة ومتعامدة 
مثنى مثنى» وذلك بإيجاد مقط هذه النقطة على 


كل محور. 


فكن فى النظام ثلاثى الأبعاد الإحداثى السابق 
أوجد إحداثيات كل من النقط بء ج یو 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


۱ كتور محمد رزق معام الكتعناء التعليعى © 1:12 :!! 31 727 


النظام الإحداثى ا متعامد فى ثلاثة أيعاد 
-١‏ قاعدة اليد اليمنى 
عند تكوين النظام الإحداثى المتعامد فى ثلاثة أبعاد يجب اتباع قاعدة اليد اليمنى؛ 
حيث تشير أصابع اليد المنحنية من الاتجاه الموجب لمحور س إلى الاتجاه الموجب 
لمحور صء ويشير اتجاه الإبهام إلى الاتجاه الموجب لمحور ع. 


۲> مستويات الإحداثيات 

جميع النقط فى الفراغ التي إحداثياتها (سء صء )٠‏ تقع فى 
المستوى الإحداثى س ص وتكون معادلته ع - صفر 

۷ جميع نقط الفراغ التي إحداثياتها (س» ٠‏ ع) تقع فى المستوى 
الإحدائى س ع وتكون معادلته ص - صفر 

ل جميع نقط الفراغ التي إحداثياتها »٠(‏ صء ع) تقع فى 
المستوى الإحداثى ص ع وتکون معادلته س - صفر 


م 
رزگ 0 (تعيين موضع نقطة فى الفراغ) 
)١(‏ عين موضع كل من النقط الآتية باستخدام نظام إحداثي متعامد ثلاثي الأبعاد: 

0. ب ۱-9( © جف‎ © (ree) O) 
الحل‎ @ 
نحدد‎ )٢ ٣ لھا لتعيين النقطة | (-؟:‎ 
النقطة هد ؟) فى المستوی س ص»‎ 
لمحور ع وحدتين» فنحصل على‎ 
)١ 9” 25-( | النقطة‎ 


© لتعيين النقطة ب (۳ء ۔١ء‏ 0) نحدد 
النقطة (۳ء ۔١)‏ فى المستوى 
س صء ثم نتحرك فى الاتجاه 
الموجب لمحور ع ٥‏ وحدات» 
فتحصل على النقطة ب. 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعایمی 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدین وثلاثة أيعاد 


© لتعبين إحداثیات النقطة 
ج (٤ء )١1 ٠‏ نحدد النقطة (٤ء )٠‏ 


على محور س» ثم نتحرك فى 
الاتجاه السالب لمحور ع وحدة 
واحدة. 
[ حاول أن تحل 
1١ 0‏ عين موضع کل من النقط الآتية باستخدام نظام إحداثي متعامد ثلاثي الأبعاد: 
ام م ب (-۱ء ٤ء‏ ۳) ج(“ (٤۰‏ 
© أكمل: 
١‏ > بعد النقطة | (-۱ء ”2 ") عن المستوى الإحداثی س ص - سس وبحدة طول 
- بعد النقطة ب (٤ء )١»۲-‏ عن المستوى الإحداثى ص ع = سے وحدة طول. 


ع سسا 
چ تفلم 
تعلم: البعد بين نقطتين فى الفراغ the distance between two points in space‏ 
إذا کانت | (س,ء ص۱ ع))ء ب (سم» ص۷ ع)) نقطتین فی الفراغء فإن البعد بين النقطتين أء ب يعطى بالعلاقة 


أب م ( س - س,) +( صم - ص,)" + عع" 


لع 
پک EN‏ 


فوم مال 
(۲) أثبت أن المثلث اب ج حيث | ( -1» ”) » ب(-5» ۰۲ ۲) ء ج (-۲» )١٠١‏ قائم الزاوية فى ج. 
© الحل 
أب >(س,-س)'+(ص,-ص)۲+(ع):۔عغ ٢)‏ قائون البعد بین نقطتين 
ےم (۷+))+(١-ع)۴+(؟۔۲)؟ Tvs‏ 
باج = +٤‏ )+ - )+ ۱-۳ نل 


= "+ (o -١-(+ "(r + 31 = اج‎ 


.0 الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


| موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى 7١7 Ç‏ ]7731 


النظام الإحداثى ا متعامد فى ثلاثة أبعاد ۳۔۱ 
.اب" = ٦٢ -٢)٦٦٦(‏ (ب ج)'+(اج)؟ ۔((٦)۲+ ۲)٦٦١(‏ دحبوه ۔٦٦‏ 


.(اب)' ۔(ب ج)'"+(اج)' نی (ج)۔ ۹۰" 
[ حاول أن تحل 
0 أثبت أن النقط ا(٤ )٤ ۰۰ ء٤(بء)٠ ٤‏ ء ج(٤٠٤٤٤)‏ هى رؤوس لمثلث متساوى الأضلاع» وأوجد مساحته. 


_ تفخ تفلم‎ 
The coordinates of midpoint of a line segment إحداثيات نقطة متتصف فطعة مستفقيمة‎ 


( 61 سس ر ص+صں‎ ٣ 
۲ ۲ ۲ 1 


ف مثل 


0 إذا کانت ا(٩‏ کرد 300 ب (٤ء‏ ۱ء 26 أوجد إحداثیات نقطة منتصف 


آپ 

© الحل 
احداشات نقطة المنتصۂ 2[ سو سم ٤‏ ص١‏ + صم E ٤‏ 
٢ ۲ e‏ ۲ 

[ تدع 3 کچۓ) 

۲ ٢ 7 

عاو Ree‏ 
ق حاول أن تحل 


ر0 أوجد إحداثیات نقطة منتصف جو حيث ج (٤٤٤ء‏ ۔٢)‏ و(۔ت 2 03 


تفکیںناقد إذا كانت ج (٢ء )٦٦٦‏ ھی نقطة منتصف وى حيث | (۱ )٠ ٠٤‏ أوجد إحداثيات نقطة ب 


تچ ماين ¥ 
أكمل ما يأتى: 
(6 إذا كانت النقطة (سء ص» ع) تقع فى المستوى الإحداثى س ص فإن ع - 0 0ه 
© المستقیمان س س٦‏ ء ع ۶ يكونان المستوی الإحداثى حم جس اتھ 
(۴) الشکل المقابل يمثل متوازي مستطيلات فى نظام إحداثي متعامد. 


أحد رؤوسه ينطبق على نقطة الأصل و( )٠ ٠‏ 
فإن إحداثیات النقطة ب ھی ےت 


و إحداثیات النقطة ج هى ےت 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 


(ك) إذا كانت | وى حى 0 »ب وى ٹ٣‏ ۲( فان إحداثيات نقطة منتصف اب ھی ۶٥‏ 2 


اخترالإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 

(0) بعد النقطة (۳ء 21 ؟) عن المستوى الإحداثى س ع يساوي مسي سا ل 
۳)۲ (ب) ١‏ 
١ 9‏ (6 ۱ 

() طول العمود المرسوم من النقطة (-۲» )٤ ٣٤‏ على محور س يساوي نت و کا و ل 
۵ء ®۲ 
(ج ه 30 

(۷) إحداثيات نقطة منتصف القطعة المستقيمة التي طرفاها (-۳ء ٣٤‏ ٤)ء‏ (٥ء‏ ۰۱ ۸) هى 
اریم © (٤-۳)‏ 
(ج) )4-۸( ادا ىلم 


اجب عن الأستلة الآتية: 
02 أوجد البعد بين النقطتين اء ب فى کل مما يأتي: 
| القع کا مالا يديب ۰ءء پء 4ء 1( 


© ء -¥)ء ب ل .۴ء بم 

() أثبت أن المثلث الذى رؤوسه النقط الآتية هو مثلث قائم الزاوية» وأوجد مساحته: 
ا ہی ری )٠ ٤(٢‏ 
© َء £< ۱۱ء )٠ <o ء,٠(ء)۲ ء٠. ۰٢(‏ 


© الشكل المقابل يمثل مكعبًا حجمه ۲۷ وحدة مكعبة 
أحد رؤوسه ينطبق على نقطة الأصل 
أوجد إحداثيات باقي الرؤوس . 


0۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


النظام الإحداثى المتعامد فى ثلاثة أبعاد ۳۔۱ 


1 أثبت أن المثلث الذي رؤوسه النقط (۷» ۲۰۱)» ٣(‏ ۳ء ك)» (٣ء )٣ ۰٥‏ هو مثلث متساوى الساقینء ثم أوجد قيمة 
(قيم) ك التي تجعل المثلث متساوي الأضلاع. 

69 أوجد إحداثیات نقطة منتصف القطعة المستقيمة اب فى كل مما يأتى: 
i)‏ ا(۳ -١ء‏ 0 3 ب ٢(‏ ٠ہ٠-)‏ (ب) ا(۔٣‏ 0 ( 3 ب (-٦ء ٤‏ ۸( 

69 إذا كانث ج (-٠ء‏ 4» )٠‏ منتصف القطعة المستقيمة اب حيث ب )١ ٢-٤(‏ أوجد إحداثیات النقطة أ. 

إذا كانت | 3 محور سء ب 3 محور ص» ج 3 محور ع وكانت النقطة »١(‏ -١ء‏ صفر) منتصف ١ب٠‏ والنقطة 


(ہ-۔ء )٣‏ منتصف ب ج . أوجد إحداثیات منتصف | ج 


الديكارتي س ص ومعادلته ع = ٠ء‏ فأوجد معادلة المستوى الذي تقع فيه جميع النقط فی الفراغ الذى على 
الصورة (سء صء ”) 


7 تخل إذا كانت القطذب 2١٤6ء )١‏ منتصف القظعة الستقيمة اج حيث: أ( 4١ء‏ ) أوبحد 


إحداثيات النقطة ج 
(سر + میں صر ٣‏ سیر كد E‏ 
۲ ۲ ۲ 
سس 025 ہچخےھ = 
٤‏ ۹۷ھ ۲+۲ ( 0 ىن و 
2ق لد پا لد اھ 7 
ےع٤‏ سے = 
ص =۸ 
تا 
د٣‏ اعنم 
ج ٠-(‏ لى ۲( 
أى الحلين صوايًا؟ ولماذا! 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 0۴ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدة الثالثة 


سوف تتعلم بهم 

4 قثیل المتجه بثلاث رتب. 

4 متجه الموضع فى الفراغ. 

4 متجهات الوحدة الأساسية فى 
الفراغ. 

4 التعبير عن متجه بدلالة متجھات 
الوحدة الأساسية. 

4 التعبير عن القطعة المستقيمة 
الموجهة فى الفراغ بدلالة إحداثيات 
طرفيها. 

4 تساوي متجهين فى الفراغ. 

4 معيار المتجه فى الفراغ. 

4 متجه الوحدة فى اتجاه متجه فى 
الفراغ. 

4 جمع المتجهات فى الفراغ. 

4 ضرب المتجهات فى عدد حقيقي. 


مصطلحات أساسية به 
۹ متجه الوضع فى الفراغ 

Position vector in space 
معيار المتجه‎ 4 


the norm vector 


Unit vector متجه الوحدة‎ 4 


4 الضرب القياسى  Scalar product‏ ا 


Vector product  ىهاجتالا الضرب‎ 4 


المتجهات فى الشراغ 


Vectors in space 


مقدم4: 
قوست نابا الكميات القاس والكديات القحية وغلفت أن اة نمل رقطحة 
مستقيمة موجهة تحدد بمقدار (معیار المتجه)ء واتجاه وفي هذا الدرس نتناول 


المتجهات فى الفراغء وهو (نظام إحداثي ذو ثلاثة أبعاد). 


اكد 


تس 
متجه الموضع فى الفراغ position vector in space‏ 
يعرف متجه الموضع للنقطة | (أس» اس أع) بالنسبة لنقطة الأصل و (٠ء )١ ٠‏ على أنه 


القطعة المستقيمة الموجهة التی بدايتها نقطة الأصل ونهايتها النقطة |. 
۷م ويرمز لمتجه موضع النقطة | بالرمز 7 أي أن ١‏ -(أسء أصءاع) 
۸۷ ار تسمى مركبة المتجه ٦‏ فى اتجاه محور س. 


لتم 


بعر أ تسمى مركبة المتجه أ فى اتجاه محور ص. 
N‏ ام تسمى مركبة المتجه ١‏ فى اتجاہ محور ع. 


the norm of vector 


معيار المتجه 
هو طول القطعة المستقيمة الموجهة التى تمثل المتجه. 


فإذا كان 1 (اىء اےء اع) فإن من قانون البعد بين نقطتین یکون 


۱ [2[177+ س ا + 
9م مثال 


© إذاكان 7 ء(۳۰)ء ب =( فان 
۷ مركبة المتجه 7 فى اتجاه محور س ھی ٢‏ 
N‏ مركبة المتجه ب فى اتجاه محور ع ھی -؟ 


OEE ENT 
[[ب ا حا‎ 


المتجه ب يقع فى المستوى الإحداثى ص ع (تنعدم مركبة ب فی اتجاه محور س 


= 
+()'۲+(ے)' ده 


الصف الثالث الثانوی - کتاب الطالب 


0٤ 
9 97۲7 Ç موقع الدکتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى‎ | 


المتجهات فى الفراغ | ۲-۳ 
[ حاول أن تحل 
0 إذا كان 3 = (-١ء c٤‏ ۲( 7 دا )٠ ۱١ ٣(‏ أوجد 
û)‏ ا ب 
جمع المتجهات فى الفراغ Adding 3 D vectors‏ 


إذا كان 1 = (أسء أس» أع)» ب = (بى» بمرء بء) فإن: 


EM‏ 2 کے 
عن لا || ١‏ ||+ااب || 


ےے ے 
= 


ج = | + ب - (أس + بسء اس + بی أع+ بع) = (جیسں» جس»؛ 


حح ص + ص ص٢‏ ۰ أ 
9 مثال 


© إذا كان ۲ - (دى ۱۳ ١)ء‏ = ٠٤- ٠(‏ ٤)ء‏ فإن: 


"ابح ونم فاو ولد عن وا سوسوي فا EONS ERO‏ 
أآيل حاول أن تحل 
0 إذا كان 7 =( ےک (٠‏ 3 = (-١ء‏ 3 ۲( أوجد ركم 
خواص عملية جمع المتجهات فى الفراغ 
-١‏ خاصية الانغلاق: 7 > -4ا 
۲۔ خاصية الإبدال: | + ب = ب ٦+‏ 
٣‏ خاصیة التجميع: (] + )+ ج = | +(ب + ج) 


٤‏ العنصر المحايد الجمعي المتجه الصفري: و - (0. )٠ ٠.‏ هو العنصر المحايد الجمعي فى ح" 


ہہ 


٥‏ المعكوس الجمعى: لكل متجه 7 = (أس» أص» 3 دح" پوجد 

- >(طلی -أمي - أى) دح" بحيث: ۲ +( 77) - )+7 - و 
ضرب المتجه فی عدد حقيفى Multiplying avector by ٣٣۲‏ 
إذا كان 7 = (أس؛ أص» 3 5 وكان لد عفإن: 


4 = ك (یء آى۱۰م)< (ك أس؛ لااو كا 5ح؟ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 00 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فی بعدين وثلاثة أيعاد 


2 


)٢٣٢٢٢- فمثلا: ٣(٢ء-١٤) = (ت‎ 
۹ ۱ 
ee) = (1 ۹ <“) 
)۸ ت٦‎ ٢۔(‎ = )٤۔٣۔ء(٢-‎ 


خواص ضرب المتجھات فی عدد حقیقی 
إذا كان ٢٦ء‏ ب 3 ح' وکان ك٤‏ ل 5 حقإن 


اض و ہے" و یج (ك+ل) 7 =ك عل ا 


۲ خاصية الدمج 

TOT OTS ٣× 
دی مثل‎ 
فإن‎ )٣۰۱- ء٤(> ب‎ ء)٢‎ ٠٢ إذا کان 7 - (داء‎ © 


)۴١۰۱۔‎ (co “r= ن٣۔‎ TT =| 


- (۔٣٢‏ ١ء‏ ع( +(-۔٢۱ء‏ 31 6 


= (-٤۱ء‏ ۱۳ء -ه) 
2 أوجدا لمتجه ج یت۷ ج زود صم 
سرح E‏ بإضافة -” 7 للطرافين 
.لے سر 
ا = )£< ۔١ء‏ ۴) )٢٢٠٢٠١٠-(۳-‏ 


(٦ ء۱٥-‎ ٣( + 0٦ ہے )۸ كع‎ 


تم 
ENS‏ بالضرب فی + 
= ناك لاك )=( ل .) 


[ حاول أن تحل 
(۴) إذا کان ج = ۳-۰۲ ۱ء >>( ٢‏ ۔٢)‏ 


أ) أوجدە ج۲ ۶ 


© إذا كان ٤-٦٦‏ + - ج فأوجد ٩‏ 
۵٦‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 
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المتجهات فى الفراغ | ۲-۳ 
تساوى المتجهات فى الفراغ 
إذا كان ٩‏ = رای ا أع)» ب = (بس» بر بے) فإن: 
7 = اب إذاو فقط إذا كان: أى دب أس = بصء أع = بع 


ای مار 


(4) أوجد قيمة ل ءمء ن التى تجعل المتجهين ٦‏ = (ل - 4 م' - »)١ ١7‏ ب >(ہہء ١۱‏ ہ') متساویین 


© الحل 
2 
اک مھ لي وه لهم ده 
ا جيني س حكه ول س 
أع = بع ہے رر" دا س رہ ےا 
اتا حاول أن تحل 


9 اذا كان زاس سام 6+6 اص اماس + )١‏ اة س ص 3 


متجه الوحدة 
يعرف متجه الوحدة بأنه المتجه الذى معياره يساوى وحدة الأطوال 


فمثلا: 
سے _ ٣٣‏ ع ٠١‏ ہے ١ ٤٤٣٣۳٣‏ 
5 * 10ج !) متجه وحدةلأن: ‏ |20||-| 02 09+69" ١‏ 
ق حاول أن تحل 
062 بين أى المٹجھات الآئیة يمثل متجه وحدة 
دو ھا ی 
ee) = |‏ پا ×5 رو ٤ي‏ 


متجهات الوحدة الأساسية (س » ص ع( 

هى قطع مستقيمة موجهة بدايتها نقطة الأصلء ومعيارها وحدة الأطوال واتجاهها 
هو الاتجاهات الموجبة لمحاور الإحداثيات سء ص» ع على الترتيب أى إن: 
سي =(“ e) E‏ ص =(“ ۱١‏ )ا =(“ 0 6 


وتسمی مجموعات المتجهات سہ » ص > ع مجموعة يمينية من متجهات الوحدة 
الأساسية 


تفک ناق 
عبر عن المتجهات (-١ء‏ 0 )١- >٠ “( 56 “-( 3 ٠‏ بدلالة متجهات الوحدة الأساسية. 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۵0۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 
التعبير عن متجه فى الفراغ بدلالة متجهات الوحدة الأساسية 
إذا كان 7 = (أس» أصءأع) دح" فإن المتجه 7 يمكن كتابته على الصورة 


T7‏ = (أين» )٠ ٩‏ بك 5 <<( + (أع) 
دا زه + ار 
۱ 


© إذا کان ٢۶٢‏ سس -؟ یہ + ع بے -- عر ٢ص‏ أوجد 


© ++ 9ي 11١1|‏ ||+ااي || ماذاتستسم؛ 


ھا > عي (E + ہص٣- (٢‏ ۴۰ دمر - 7 عر ) 
- ع سس -1 صہ +۲ ع ٣+‏ م +1 صہ 


1 


كم ۷مہ ۶۲۶ 


© ۲+ ب 


<(٢سہ‏ -٣صہ‏ لاع )+(- مہ (Te ٢٤‏ 
)| ء(+('+ ۳۸۰٣‏ 
1ك اا+اات || ء٣٢۲‏ (-5)0 "١+‏ أذ" لم" 
١۷+١‏ نلاحظ أن || 7 + ب || ± || 1 ||+ااب || 


للا حاول أن تحل 


® ++ هج © دج || 
التعبير عن قطعة مستقيمة موجهة فى الفراغ بدلالة إحداثيات طرفيها 
بفرض أن اء ب نقطتان فى الفراغء متجها موضعهما بالنسبة لنقطة الأصل هما وآ ء وب على الترتيب. 


کے سے سے 

و| + اب دوب 

ہے ہے ہے 

اب - وب - وا 

آب دب - | 
< 
أو ا 
س 

۵۸ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 
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المتجهات فى الفراغ | ۲-۳ 


ای مار 


© ذا کان +53١‏ )عب 0:23 فان 


اپ بكو .- بے کت 
اب دب - | 


دان ۲( -(- ۰۳ ۱( = ۳-7 ۱( 
ب١‏ ٦٣۔ب‏ 


= دل ۰۳ )لقان م = ۳3 -\( 


کک 


الاحظ أنة. ‏ اب 2د با 
[[يلا حاول أن تحل 


© الأ إذا کان 1( -", )> ب (1-41) أوجد آب 
© ہا کان |(7-31)ء اب - (٤ء ۰٠-‏ ؟) أوجد إحداثیات نقطة ب 


متجھ الوحدة فی اتجاه متجه معلوم The unit vector in the direction of agiven vector‏ 
إذا کان ٣‏ ×(آيء اء أع) دح" فإن متجه الوحدة فى اتجاه المتجه ١‏ يرمز له بالرمز ى يعطى بالعلاقة: 


نے ۰٘۳ 
ی کے 
I1 ||‏ 


ف مثل 


(۷) إذا کان - = ٣-(‏ 21 56 2 =( -5) أوجد متجه الوحدة فى اتجاه كل من e eT‏ آپ 


© الحل 
یہ لظا ے 20 ضر 
١+ ٤+ ۷ ٢ ۱‏ ۷ئ0۹ 
کا ےر کے N‏ تل صے,. ئ) 
ا اتا ٤٤٤ ١١٤ ١۷ ٤+١+۷‏ 
2-7 
- (۰۳ ۱ ۔٢)۔(٢ ٠١‏ ۱) = زم -٠ء۔٠)‏ 
سے ب 
كاب و کے 
|| اب || 


٣٢۳۳٣‏ لم 
کے = ۴ ¢ 
Toy Tol ٣۷ 4+1+0‏ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۵۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعایمی 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 


ق حاول أن تحل 
0 أوجد متجه الوحدة فى اتجاه كل من المتجهات الاتیة: 
O‏ 2-7( ىك م 9 بس ٢-‏ صہ داع (جج)ا ج٣‏ ع 


زوايا الاتجاه وجيوب تمام الاتجاه لمتجه فى الفراغ 
إذا كان ١‏ رانء اء ام متجه فى الفراغ وكانت (6سء 9ء 9ءع) قياسات الزوايا 
التى يصنعها المتجه مع الاتجاه الموجب لمحاور س» ص» ع على الترتیب فإن: 


ا اا 1 |اجتاقى > أس-|| 1 |اجتاقيى ۰ اع اا 1 |اجتا0ع 
1 -||1||اجتا0ن + || 1 |اجتا 0س + || 1 |اجتاقع ع 


ے 


١ا‏ آ اا(جتا 0ی عہ + جتا0ے عہ +جتا9ء ع) 


(ئی: 0ء 9ء) اسم زراا الات للش 7 8 
حیث 0ء جتا ٥ے‏ جتا 9ء 3 [ . » 7 ] 
جتا ۵ء جتا ۵ے ء جتا 9ء تسمی جيوب تمام الاتجاه للمتجه ۱ 


لاحظ أن: جتا 8ی مہ + جتا 6ص ص + جتا 0 a.‏ تمثل متجه الوحدة فى اتجاه المتجه ١‏ یإن 


7 7 ٢٢ 
۵ جتا' © + جتا' 9ے + جتا‎ 


ف مثر 

© الشكل المقابل يمثل متجه ١‏ معياره ٠١‏ وحدات 
أ) عبر عن المتجه ١‏ بالصورة الجبرية (المركبات الكارتيزية) 
اب أوجد قياسات زوايا الاتجاه للمتجه 7 


@ الحل 
أولا نحلل آ إلى مركبتين: الأولى فى اتجاه وع ومقدارها 
ا = || 1 || جتا 0ح - ٠١‏ جتا 4١‏ -71,, 


والثانية تقع فى المستوى الإحدائى س ص 
ص = || ||جا0. - ٠١‏ جا ٤٠٤ء۸٤٦٦‏ 
الآن نحلل المركبة أ ى إلى مركبتين: الأولى فى اتجاه وس ومقدارها 


ا سےا ے جتا 7١‏ -5,458 حتا ۷۰ ٢۱۹۹‏ 
س س ص 


والثانية فى اتجاه و ص ومقدارها 


اس = اس س جا ۷۰ = 1,٤۲۸‏ جا ٦ ٠٤-۷۰‏ 


و5 الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


المتجهات فى الفراغ | ۲-۳ 
وبذلك تكون الصورة الكارتيزية للمتجه 1 هى 
5ل + لسعم + امع 


کے و کے 
٢,۱۹۹‏ سد + ٦+٤‏ صہ + اار۷ 


ثانيًا: ولإبجاد قياسات زوايا الاتجاه نوجد متجه الوحدة فى اتجاه 7 


)ع۱۷,٦٦+ ص‎ ٦٠٤+ عہ‎ 7,199( = e r 
٢٢ 
E N+ سح + بای ص‎ ۲۱۹۹۰۶ 
29897 ےت تا‎ : 1 0 3 
۷۷,۳۰ )0,5199( .“.جتا 6 = ۲۱۹۹, ومنها 8 = جتا'‎ 
0 _ ہے ا‎ 5 8 
۲,۸٤ ).,٦٦٦('اتج‎ = ومنها 0ے‎ ,٠١6 = جتا 8ی‎ 
٤= جنا 9ء = اككلاره ومنها 90 = جتا'(۷ص۰ص۷,.)‎ 


ق حاول أن تحل 

(4) الشكل المقابل يمثل قوة ف مقدارها ٠٠١‏ نيوتن 
١‏ عبر عن القوة ف بالصورة الجبرية. ٠‏ 
(ب) أوجد قیاسات زوايا الاتجاه للقوة 9 ا 


پچ تمارين سم 882 


اكمل ماياتى: 
02 إذا کان -(-” ٢‏ ۲) فان || 5 ||- و 


(ك) المتجه ا ٣-‏ سح + ص - ”اع يصنع زاوية قياسها 009 مع الاتجاہ الموجب لمحور س. 
(0) المتجه ب = سہ +۲ يصنع زاوية قياسها 8 .چا مع الاتجاه الموجب لمحور ع. 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
كنذا كان ۳ف اک3[ ۳(7 رعز ات قال لے ہہ ہآ 
0 تم (ج) + م e)‏ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 5١‏ 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 


(۷) إذا کان .07 0 فى یر سر اتعدى لبي 20 جح تد 
5.00 © .م ۵" © ۸,1“ 


اذا كاق 7 د اقيم )ء ب درف 5 | وكان | سے تپ سے د ع فان کت آزؤز [ز ز ز ز 0000001 
(أ) سد ب_اصة - ع ا -س 1ع داع 
(ج) سد ٤+‏ صہ ماع زه) سد بوص - ع 


ی-۔ تج جو 0 
(rı)‏ (©) 2 ج) © 2.2 © دوم 
ETD‏ ےے CE‏ ے Re‏ ار نالات ا 
تا ١‏ + ب ۵ ۔ ج (@ ب + ج 


9 إذا کان ]- | -لاسٍ سہ -٣صہ‏ دمع .ا ب ے٤‏ صہ ۲ع ج - ع سہ + هص - 3 ع أوجد كلا من ال 4 ات 
الآنشة: 


100 + ب 9 


9 أوجد معيار كل من المتجهات الآتية: 
(t-te © )٠:+-۔٦ O‏ ہے ہی © > س٤ص‏ 


69 إذا کان EE‏ = (ك ہہ ٠ (= E‏ ۰) أثيبت أن || E8‏ || - اك || ءہ |ا 


© إذا كانت قوة الشد فى الخيط تساوى ٢٢‏ نيوتن أوجد المركبات الجبرية "؟ أ 
للقوة و فى اتجاهات محاور الاحداثيات. 


. نے 1 صن 
© سؤال.مفتوح: إذا کان المتجه 1 يوازى المستوى الإحداثى ص ع . 
ماذا يمكن أن تقول عن إحداثیات المتجة 77 


9) سؤال مفتوج إذا كان ١‏ ء ب متجهين فى ح". هل || ١‏ + ب !| - !| 1 || || ب || إذا کان الطرفان غير 
متساويين. أى الطرفین هو الأكبر؟ 


9)) تفكيرابداع: أوجد الصورة الإحداثية للمتجه أ الذى معياره ٥‏ وحدات» ويصنع مع محاور الإحداثيات زوايا 
تجاه مضاواقی انان 


1۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 
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Vectors multiplication 


تعلمت سا با إجراء يعض العمليات على المتجهات» مثل الجمع وضرب المتجه فى 
عدد حقیقیء ولكنك قد تكون قد تساءلت: هل يمكن إجراء عملية الضرب فى حقل 
المتجهات؟ والجواب: نعم. هناك نوعان من ضرب المتجهاتء هما الضرب القياسى 
لمتجهين والضرب الاتجاهى لمتجهين. وفى هذا الدرس نتناول هذين النوعين من 
الضرب بالشرح والتحليل» وخواصهما الجبرية والهندسيةء وتطبيقاتهما الفيزيائية؛ 
ليكون ذلك معيئًا لك فى دراسة الميكانيكا. 


Scalar product of two vectors (Dot product) الضرب القیاسی لمتجهين‎ 


إذا کان ١‏ » ب متجهينء قياس الزاوية بينهما © فأوجد: 


. فى اتجاه المتجه ب‎ ١ المركبة الجبرية للمتجه‎ -١ 


کے 


٢‏ حاصل ضرب معيار المتجه ب ومركبة المتجه ١‏ فى اتجاه المتجه ب. 


من بند فكر وناقش نستنتج أن: 
-١‏ المركبة الجبرية للمتجه أ فى اتجاه المتجه ب 
تساوى || ١‏ || جتا0 


-١‏ حاصل ضرب معيار المتجه ب والمركبة الجبرية 2  ”‏ الاجا 
للمتجه 1 فى اتجاه المتجه ب يساوى || ب || || 7 || جتا6 
والقيمة المطلقة لهذا المقدار تعبر عن مساحة المستطيل الذى بعداه معيار 
المتجه ب ومعيار مركبة المتجه 7 فى اتجاه المتجه ب. 


الوحدة الثالثة 


4 توازى وتعامد متجهين. 

4 الزارية بين متجهين. 

4 مركبة متجه فى اتجاه متجه آخر . 
4 مسقط متجه فى اتجاہ متجه آخر. 
4 الضرب الاتجاهى لمتجهين فى 
المستوى وفى الفراغ. 

4 المعنى الهندسى لحاصل الضرب 
الاتجاهى. 

4 المجموعة اليمينية من متجهات 
الوحدة. 

4 حاصل الضرب الثلائی القياسى. 

4 المعنى ا مندسی لحاصل الضرب 
الثلاثى القياسى. 


مم مصطلحات أساسية 
4 ضرب قياسى scalar product‏ 
4 ضرب اتجاهى vectar product‏ 


component مركبة‎ ۹4 
unit vector متجه الوحدة‎ 4 
work الشغل‎ 4 


4 قاعدة اليد الیمنی right hand rule‏ 
4 الضرب الثلاثى القياسى 


scalar triple product ڪڪ‎ TEE 0 
_ تفخ تفلم‎ 
Scalar product of two vectors الضرب القياسى لمتجهين‎ 
3 

إذا کان ١آ‏ » ب متجھینء قياس الزاوية بينهما 0 فإن 
مساحة المستطيل الذى بعداه معيار أحد المتجهين ومركبة 
المتجه الآخر عليه تعرف بالضرب القياسى للمتجهين 0 
ويرمز لهما بالرمزين | ٠ب‏ 0 

کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۲٢٦‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 
أى إن 5 
9م مال 

© إذا كان ١‏ ء ب متجهينء قياس الزاوية "٦٦‏ وكان || || -؟ || ب ||-6أوجد | ٠ب‏ 
© الحل 


کک کڪ کڪ سک 
=o |۱۲۶ 1 ||‏ ۰۰ ]| ۰۸۶۱۱۲۱|| ب |ا۔٤‏ 


کے 
ناه 


١٘ 727‏ پي 


من تتریف اليرت القیامی 
اب = || ١||||اب||إجتا6‏ 
> ۸ × جتا °1۰ ١5-2‏ 


لیا حاول أن تحل 

© إذا كان أ ء ب متجهينء قياس الزاوية بينهما ۱۳١‏ وكان || ٢٣ ٦<||٦‏ || ب || -١٠أوجد‏ ٢ء‏ 
تفكيرناقي: ما الحالات التى يكون فيها حاصل الضرب القياسى يساوى الصفر؟ 

١‏ - لتحديد الزاوية بين المتجهين يجب أن يكون المتجهان خارجين (أو داخلين) لنفس النقطة. 


9 مثال 


@ الحل 
I> a‏ اديه ةا 


> ۱× ۱×۱۔١‏ معيار متجه الوحدة يساوى 


الواحد الصحيح. 
[ حاول أن تحل 


5 الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


که | ۴ 


خواص الضرب القياسى 
من الأمثلة السابقة يمكننا استنتاج خواص الضرب القیاسی كما یلی: 


° خاصية الإبدال 


۳۔ TT‏ إذا وفقط إذا كان | ء ب متعامدين (شرط تعامد متجهين) 
٤۔‏ 7 (ب + ج)- ٠ب‏ + ١٠ج‏ خاصية التوزیع 


ے‫ 
178 


۶۶٣‏ حيث ك عددا حقيقيًا 


ہے 


ف مثل 


(؟) اب جک مربع طول ضلعه سم أوسد كل مخ 


(1 اب وج با آب ٭باجہ @ اب ٠‏ جا 


٠. )(‏ اب »۶ ج متوازيان وفى نفس الاتجاه | 5 
.. قياس الزاو ية بينهما = صفر" 
.اب ٠وج‏ ۔||اب || ||ئج || جتاء" 
١٠٠١-١ ٠١ ×۰۹ =‏ 
(ب) آب ء ب ج متعامدان قياس الزاوية بينهما °۹۰ ب ج 
© ۰ آبء جا لا یبدآن من نفس النقطة 17 
. نمد جا على امتداده فتصبح قياس الزاوية بينهما ٠٠١‏ رك 


آب ٠‏ جا - ||اب || || جا || جتاهما١‏ 
د 
= .ا x Yl. x‏ ے ۰۰ا 
TY‏ 
حل آخر الفقرة 1+ 
آب ۰ جا داب ١٠(داج)‏ 
<۔آب ۰ اج 
- -|| ب || || ج || جتاهع 
ماس ا ا 0 


۷ 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 510 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدین وثلاثة آبعاد 
اتل حاول أن تحل 
8 آب ٠‏ اج (۷) آب ٠بج‏ (ج) 0 ۲ب ٣(۰)‏ جب) 


الضرب القياسى لمتجهين فى النظام الاحداثى المتعامد 


The scalar product of two vectors in orthogonal coordinate system 


إذاکان ١‏ ۔(ل مہ + لے صہ امع)ءب۔(بر عہ + برص + بم ع) فان 
٠آ‏ ب = (اسة + اس کہ + اع ع )*( ب + ب ع + بع ع) باستخدام خاصية التوزيع 
- یں یں سك ٭ عي + أنى بی عي + ع + أن بے ہ۰ ع 
انی ہیں * ست + لی بے ميت ۰ ع + ای ب صاع 
ا :2 داويي 270 تارب 2:2 
وان ی د ت ع کی 
سه ص د صہ ٠‏ ع = ع ١‏ س - صفر 
ھی ا مر مار حير دا 


(4) إذا کان ۲ بعص +ع ,ب ددس اص + ع أوجد | ٠ب‏ 
@ الحل 
eT‏ ل 0 00 
١-25‏ +۳×(۔٢)‏ +ع ١×‏ 


== 
اتا حاول أن تحل 
(ك) أوجد ١‏ ١ب‏ فى کل من الحالات الآتية: 
(i)‏ 1 = )^ <(« ب دوس وص دمع ماذا نستنتج! 
ھا ٦‏ امھ وب و مہ مہ 


٦‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


ضرب المتجهات ۳۲۔۳ 
کنا تعلم___ 
الزاوية بين متجهين the angle between two vectors‏ 


أ 


تعلم أن آ٠‏ ب = || 1 || || ب || جتا9 


ہے 


حيث © قياس الزاوية بين المتجهين غير الصفريين 7 › ب .° <0 <۱۸۰2 


ساؤے_۔_آ* کے 


ہے ے 
|٢١۱‏ ب|] 


| 


حالات خاصة: 
١‏ إذاكان جتا6- ١‏ فإن (ء ب متوازيان» وفی نفس الاتجاہ. 


2 
۳ے رد اکا ا نان - 7 فإن 217 ب معامدان 


9 مثال 
(0) أوجد قياس الزاوية بين المتجهين | ٤-‏ مہ +٣صہ‏ +۷ع ب - واس بوص +4 م. 
© الحل 

vev= Vr Tr ev= || ١ || 


ههه 5 
|| ب || داك ++ دباع 


جنا0 اا 
١١١ب‏ || 
۔ __٥٥۸+۱٥٢۶ ۸ _ (feo) (VT)‏ 9 
۷ رامع VEN‏ رامع VE‏ لامع 
0١ ١ ٠‏ ئ 0 
.. جتنا" ( ) = حتا ' (۰,۸۸۳۸) = ۲۷,۹ 
fo VEN ۰‏ ۰ 
آنل حاول أن تحل 


() أوجد 6 فى كل مما يأتى: 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 
وي تعلم____ 
مركبة متجه فى اتجاه متجه آخر. 


إذا كان 1 ء ب متجهين» فإن مركبة المتجه 1 فى اتجاه ب (ويرمز لها أں) ھی 


حت حك 
| »6ت 
3 


سے 
|| ب اا 


أي - || ١‏ || جتا0- 


ملحمظق المركبة الاتجاهية للمتجه 7 فى اتجاه ب يرمز لها بالرمز 7 حيث آن ۔ا 


اي مار 


رہ أوجد مركبة القوة zı‏ س e‏ دمع فى اتجاه اب حيث أ(3 2 56 ب(۔١ء‏ م 


ب - ا 
= دك ٢‏ ۳)۔(١‏ ع 0 د د (FT ٣-‏ 


کک ى 
ف ۰ اب 
حتت 
|| اب || 


وى (o ٥‏ )٢۔٣‏ ¥( الك 
= = < م۷۱١‏ 
ار ۱۷۱۳۰ 


مركبة القوة ىه فى اتجاه أب - 


لیا حاول أن تحل 


0 الشكل المقابل يمثل مكعبًا طول ضلعه ۲ وحدة طول أوجد 
مركبة المتجه وآ على المتجه جاب 


تفکیرناقیں متى تنعدم مركبة متجه فى اتجاه متجه آخر؟ 


A‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى 97١7 Ç‏ 9 


Vector product of two vectors (cross product) الضرب الاتجاهى لمتجهين‎ 


إذا كان | ء ب متجهين فى مستوىء يحصران بينهما زاوية قياسها 6 وكان 
5 متجه وحدة عموديًا على المستوى الذى یحوی 27 27 فإن حاصل 
الضرب الاتجاهى للمتجهين ١‏ ء ب يعطى بالعلاقة 


ا O‏ 
ويتحدد اتجاه متجه الوحدة ى (لأعلى أم أسفل) طبقًا لقاعدة اليد اليمنى» 3 


حيث تشير الأصابع المنحنية لليد اليمنى إلى اتجاه الدوران من المتجه 1 
إلى المتجه ب فيشير الإبهام إلى اتجاه المتجه ى 


۴ 


ملحوظات هامة 
-١‏ إذاكان آ × ب فى اتجاه المتجه ی فإن ب × ١‏ تكون فى اتجاه المتجه 
> أىأن 7 + 


0 
0 
6 


کک ا ۔ 
چ 
حك كك کڪ 
ع gE A‏ 
تن ا کڪ 
بے کے و 
ہے ڪڪ ہے 
ترد ور شد 76ع 
14 ہے 
۳ لای متجه | يكون | × | = ور 


© ء ب متجهان فى مستویء قياس الزاوية بينهما ۷۰" فإذا كان || ١‏ |[١٥۱ء‏ || ب |[ ۱۷,۵۶ أوجد معيار 


لنت 0 سے 


| × ب 
© الحل 
| × ب ۔۔(ا| ۱ ||||ب|إجا6) ى 
|7 ٭ OES TIE‏ رھ ۱1۷ بزھا :لے ۲٢٢,۹۷‏ 
کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعایمی 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدین وثلاثة أبعاد 

ليل حاول أن تحل 

© إذا كان 1 × ب --5 ی وكان || || -5» || ب || -1؟ أوجد قياس الزاوية بين المتجهين > ب 
الضرب الاتجاهى فى الاحداثيات الكارتيزية 


إذا كان 7 = (أسء أمرء أع)» ب ع(بیء بس» بع) متجهين فإن 


د 2 الى ال عه # اورع) ٭ زی مد عد بين عه دياع ع ) 
ےے لتم لتم ےے ےے ےے 
= أرن پل سح × سے أن بے سہ × صہ داب سد × ع 
ےے ےے ےے لسك كد ےے 
اس بان صح × سہ ا شبن ايد Xx‏ صہ أ ابي یھ 
ےے ےے ےے لتم ےے کے 
+ اع ہیں ع × مہ 4 أع بص ع × صہ ابع ع × ع 
ي ےے ےے لتم ےت ےے ے 
وحیث إن سہ × سہ = صہ × صہ ےو ہے ہت 
کے حم ےے نے ے اک ےت ن ےے ہے 
CENE CENE‏ = سہ > ع × سہ = صہ فإن 


= ۰ + یں بص ع ل 


ار دع )سم ار تر (ت) 


+ اج پایں (صح) 0 باص me‏ ۰ 


ہے 


بع - أع ب اھ 2 2 ہر دار ا 


5 


والصورة الأخيرة يمكن كتابتها على شكل محدد على النظم ۳×۳ كالآتى: 


0 


٦ ٢۲ے),‎ 


سک 
سہ 
ھت احتف 
| × ب 


س 
جس" 


تک 


نا ناه 
٦س‏ 7 


اس 


7 


حالة خاصة 


کک کڪ ےج 
سہ صہ ھ2 
کک حك کڪ 
| × ب = = ( ب ٤‏ ب ( 
ام ٦‏ ۷ "پ2۰ 
باس بص 
۷۰۶ الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعایمی 


اق مثر 

© إذا کان 7 =(- ۱۳ ب Tes‏ ثم استنتج متجه الوحدة العمودى على المستوى 
الذى يحوى المتجهين | ء ب 

©> الحل 


ہے ے 
| × ب 


ہے ڪڪ کڪ 
سہ صہ € 
۲٢‏ اك ۱ 


٤ ۲ ۱ 


ےشن 527 جات 
٣(<‏ جاع ۔۲×١)‏ سہ۔(٢×٢‏ ۔۱×١)‏ صہ+(۔٢×٢۲۔۳×١)‏ ع 


اتل حاول أن تحل 

© إذا كان || 7 | || ٦‏ وكانت جيوب تمام زوايا الاتجاہ للمتجه E3‏ ھی على الترتیب + ہج ٣‏ ل وکان المتجه 
أب -(-02525) أوجد آ »اب 

خواص حاصل الضرب الاتجاهى لمتجهين 

إذا كان 1 » ب متجهين» قياس الزاوية بينهما 0 فإن: 


١۔ Tm eT‏ (الضرب الاتجاهى عملية غير إبدالية) 
۲۔ م89 تج 
٣‏ رذ كان 07 و TPES‏ او کس ات 
٤‏ ا MT‏ خاصية التوزيع 
کات حيث ك عدد حقيقى 
توازی متجهين 
رأينا فی خواص الضرب الاتجاهى أن المتجهين ١‏ ء ب يكونان متوازيين إذا وفقط إذا کان: أ × ب = و 
اسر ای عن ایی سد (امیں ای بو مق( سی ار برا دد 
کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۷۱ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدنيا 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فی بعدين وثلاثة أيعاد 


صاع ع عاص س جاع اع اس س ص اص ساس 
أى وو کہ روہ ڈ0 

پاس یم پر پے بس پا 
ا 

“س “ص ٠ع‏ 
وبفرض آى من النسب = ك یکون 
ای = ك بب ایی = ك بی أع = ك بع 

أ کی ای انع 

ا 


۷ك عندما تكون ك > ٠‏ يكون المتجهان متوازيين وفی نفس الاتجاه» وعندما تكون ك < ٠‏ يكون المتجهان 
متوازيين وفى عكس الاتجاه. 
دق مثل 


(۹) إذا کان المتجه 7 - (٢ءہ‏ -٣صہ‏ +مع) يوازى المتجه ب >(عہ A+‏ +۸ع) 


أوجد قيمة کل من م» ك 
© الحل 
١‏ // ب . اس ے أص__ اع 
باس باص باع 
٣٣ _ ٣‏ ۔ عو ا بت ۸۲۳ 
ہہ ہر .ك = ۱1 
لا حاول أن تحل 


المعنى الهندسى للضرب الاتجاهى لمتجهين 
نعلم أن || ١‏ × ب || = || 1 |||اب|اجا6 


- ||[ ب ||»«ل حيثل-|| 7 ||جا0 


= مساحة متوازی الأضلاع الذى فيه ب ٦ ٦‏ ضلعان متجاوران فيه 


ضعف شبناحة المثلث الذى فيه بع ١‏ سبلعان متجاوران فيه 


VY‏ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


| موقع الدکتور محمد رزق معام الكتعناء التعاععى 997١7 Ç‏ 


9 مثال 

09 إذا كان 7 -(-5١51)ء‏ ب = (9 ١4‏ -1) أوجد مساحة متوازى الأضلاع الذى فيه ا ء ب ضلعان 
متجاوران فيه. 

©> الحل 
ما eee‏ 


کن حم سس ےر 
E‏ = (-۹) سہ +٣صہ‏ ہ٥۱‏ ع 


١ 3 ۳‏ 
111 ×ب || = )+0( "(J+‏ دجام 
.. مساحة متوازى الضلاع = ۳١٣۸٣‏ وحدة مساحة. 
أآيل حاول أن تحل 
69 إذا كان 7 د35 ٤:-ؤ)ء‏ ب =( ١‏ 6-) أوجد مساحة المثلث الذى فيه ١‏ ء ب ضلعان. 


م تفلم 
الضرب الثلاثى الفياسى Scalar triple product‏ 


إذا كان ا ء بء ج متجهات فإن المقدار 7 ٠‏ ب × ج يعرف بحاصل الضرب الثلاثى القياسى. الذى له كثير 
من التمثيلات فى مجال الاستاتيكا (للاحظط عدم وجود أقواس حيث لا معنى لإجراء الضرب القیاسی أولا) 


وبفرض ٣‏ د(لی اس ام ب = (بء بی بں)ء ج <(جی: جسر» جم) 
فإن ٥ب‏ ×جہ 0 
س-ہ صہ 2 


ےے 


= (أين مہ + أمن عہ + اع ع ) * [(بس جم ۔ بع جیر) منت ۔(بں جں-بع جیں) عه 


+ (ہیں جس ۔بی جی) ع] 


أس (بی جے۔بع جس) - آی(بی جے۔ بع جی)+اع(بجی - باص جس) 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدین وثلاثة أيعاد 


خواص الضرب الثلاثى القياسى 
-١‏ الضرب الثلاثى القياسى قيمته لا تتغير إذا كانت ترتيب المتجھات فى ترتيب دورى واحد. 


لتم 
ب 


ےےے 
اح 


آ(ب »اج )- ب ٭(ج × [)- ج١٠(‏ 1« ب) لاحظ الترتيب الدورى 1 . بت 


سک ے 


٢‏ إذا كانت المتجهات ٴآء ب٠‏ ج فى مستوى واحد فإن حاصل الضرب الثلاثى القياسى ينعدم 
أى إن ١‏ ۰( ب × ج )= صفر 

المعنی الهندسى لحاصل الضرب الثلاثی القیاسی 

إذا كان ٦٦ء‏ ہے ج ثلاثة متجهاته تکون فلؤثة 

أحرف غير متوازية فی متوازی سطوح» فإن حجم متوازى 

السطوح - القيمة المطلقة لحاصل الضرب الثلاثى القياسى. 


أى إن حجم متوازى السطوح = | ٠ ١‏ ب × ج | 
9 مثال 


«(a ء٢(‎ - 7 أوجد حجم متوازى السطوح الذی فيه ثلاثة أحرف متجاورة يمثلها المتجھات‎ )١( 
حك ]ا ويم‎ Ss 


©> الحل 


حجم متوازى السطوح | ١‏ * ب »جا 000 
الى و آل 
آ٭ب×ج داب بص بع 
؟:! ١‏ ۳ 
ا م + --158 2 أى أن حجم متوازی السطوح- |۔۲۸|۲۸ وحدة حجم 
١ ١ 1‏ "5 
[ حاول أن تحل 


9 أوجد حجم متوازى السطوح الذى فيه ثلاثة أحرف غير متوازية» يمثلها المتجهات 5 = (۳ء ہے ١‏ 
بعلا ب مقا کے 7ء ۴٣ز‏ ۴ 


۷۰ الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


که | ۴ 
#8 تمارین ۳-۳ 82 


أكمل ما يأتى: إذا كانت س ء ع ء ع مجموعة يمينية من متجھات الوحدة: 


3 إذا كان ١‏ عب ماو شر ستويان رگان ادان تک ب کان yy‏ 
ر إذا کان ٤ ١‏ ب منجھان غیر صفزیان وکان | عاب د و فان ٤ء‏ ب يكونان yT‏ 
رتا قياس الزاوية بين افشجھینٰ ٣‏ س۔۔۔ صد سم +٦صہ‏ يساوى کے اص ‌س(جصحمس سس E‏ 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


سہ × صہ۔ جج ا ا EEE PEC‏ 
من 59 
للا و رب 


(۸) إذا کان ا ء ب متجهى وحدة متعامدين فإن ( 7 -۲ 
® م @ ۔ 
رج عم (6 . 

(8) إذا كان آء ب متجهى وحدة فإن آ٠‏ ب د بلس 
۵ 0100010 
© ا اد ح+ 


9 قباس الزاوية ین الشتحيين 3-5 ۴ء (0 )٤:[‏ ساری مسب مجو‌‌سسش جوٗ ا E‏ 


۷.۰" (ب) ۳۷ وم 


(ج) re,‏ © .° 
9) إذا كان المتجهان (۷ءہ::۴) + 1-09 منوازيين فإن ك - a‏ 

+ اب 

(ج) 0 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۷۵ 


الوحدة الثالثة: الهندسة والقياس فى بعدين وثلاثة أيعاد 

© اور" - ٠ب‏ ب فى كل من الحالات الآتية: 

= (0 ۲-۱( ب RHE‏ 
دس د ۲ ع بپ ے٦‏ مہ بع 


ہے سكم 0-0 
= سد ب ٣>‏ جج 


ع د 
© © © 


69 أوجد قياس الزاوية بين المتجهين فى كل من الحالات الآتية: 
ھا زم ١۱‏ ۔٢)ء‏ )۱< ١ء‏ ۔١)‏ 
(© (۷ء ۲ء سم ( ۰٦ء‏ ئ( 
٠۱ <) ©‏ ٤)ء‏ )4-<( 


69 أوجد 7 × ب فى کل من الحالات الآتية: 
TO‏ على ميا (ees o‏ 
(ب) | = ۔٣صہ‏ ب دعص ع 


١ || ©‏ || 1 |[ ب |[ وقياس الزاوية پیٹھما "٦٦‏ 


9 أب جک مربع طول ضلعه 1١‏ سم. ا متجه وحدة عمودى على مستواه. أوجد: 


2 أوجد متجه وحدة عموديا على المستوی الذى يحوى المتجهين. 


3 ے ٢‏ سہ - صہ + اح ءاب سدس بلاصة ع 


(۷) احسب مساحة المثلث ی ھ و فى كل مما يأتى: 
(1)و(ہء ۱ء م) < ھ(٤ء‏ ٤ء‏ ؟) 3 و(٢ء؛٤٠)‏ 
(© وق )٢ ٠۰‏ > ھ(۲ء ١ك‏ ه) 4 و(۔١ء ٠‏ -) 


۷۸ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعایمی 


۵ء ۱ث۱ء ء ن( 6( 
بال م ۱ 0- ۴ء «<o ء٢(ن ٥ c٤‏ ( 
9 أوجد حجم متوازى السطوح الذى فيه أ , ب ء ج تمثل ثلاثة أحرف متجاورة فيما يلى: 


eas 2 ٤ئ ۱ء ۳( 4 يعت‎ ء١(‎ > ٦ 


€2 فی کل مما يأتى بين ما إذا کان المتجهان متوازيين أم متعامدین أم غير ذلك: 


۵ 257نم ¢ ب دای 
لھا ھ -۱۰ سہ عص < و ے۔اصب۸ع 
ہے2 نهد کي ہے ٣ت‏ 
(ج) ۔۔٢سہبصہ۔۲ع‏ ء = ENE‏ 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


8 
1 
0 


الهندسة الفراغية 


مقدمة الوحدة 


Stralght 


NS تھے کہ‎ x 


درست فى الوحدة السابقة تحديد نقطة فى الفراغء كذلك متجهات الموضع وكيفية إيجاد معيارها وهذه تعتبر من أساسيات هذه 
الوحدة حيث إنها تعتبر استكمالا لما درس فى الوحدة السابقة ومكملا لما درس فى العام السابق. 

وفى هذه الوحدة سوف يدرس الطالب معادلة المستقيم فى الفراغ كذلك معادلة المستوى بصورها المختلفة» وقد تنوعت الأمثلة 
وطرق الحل تحقيقًا للأهداف المعرفية والمهارية التى تساعد الطالب على دراسة المعارف والمفاهيم الأخرى المرتبطة بهندسة 


الفراغ فى المراحل التعليمية التالية. 


فى نهاية الوحدة وتنفين الأنشطة فيهاء يتوقع من الطالب أن: 


1 يوجد متجه اتجاه الخط المستقيم فى الفراغ. 

۲ يوجد المعادلة البارامترية للمستقيم فى الفراغ والمعادلة 
الاتجاهية للمستقيم فى الفراغ. 

٦‏ یوجد المعادلة الاحداثية للمستقيم فى الفراغ. 

5 يوجد المعادلة العامة للمستوى فى الفراغ. 

# يوجد المعادلة القياسية للمستوى فى الفراغ. 


77 يتعرف الزاوية بين مستويين فى الفراغ. 


۷۸ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


أهداف الوحدة 


ار یستنتج شرط تعامد مستويين فى الفراغ. 

یستنتج شرط توازى مستويين فی الفراغ. 

# يوجد معادلة خط تقاطع مستويين فى الفراغ. 

50 يعين المسافة بين نقطة ومستقيم فى الفراغ. 

57 يوجد المسافة بين نقطة ومستوى باستخدام حاصل الضرب 


القياسى وباستخدام الصورة الكارتيزية. 


٦‏ يعين المسافة بين مستويين متوازيين. 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


متجه اتجاه 
زوايااتجاه 

جيوب تمام الاتجاه 
نسب الاتجاه 


\I/ \I/ 7 07 


NIE 


معادلة متجهة 


NI: 


\I/ 


معادلة عامة 


\I/ 


Direction vector 
Direction angles 
Direction cosines 
Direction ratios 
Vector equation 
Parametric equations معادلات بار ار ية‎ 
Cartesian equation 


General equation 


7 "007 


.0 


\I/ 


7 


\I/ 


Proportional : 
Parallel straight Lines م ن متو ازيان‎ 
مستقيمان متعامدان‎ 
Perpendicular straight Lines 
مستقيمان متقاطعان‎ 
Intersecting straight Lines 
Skew straight Lines  نافلاختم‎ ù مستقيما‎ 


Perpendicular distance 


بعد عمودی 


ج مستوی plane‏ 
2 صورة قياسية Standard form‏ 
ج مستو يان متو ازيان Parallel planes‏ 
ج مستو يان متعامدان Perpendicular planes‏ 
ج مستو يان متقاطعان Interecting planes‏ 
زاو ية Angle‏ 


دروس الوحدة 


\I/ 


آلة حاسبة بيانية. 


\I/ 


برامج رسومية ثلاثیة الأبعاد. 


الدكتور محعد رزق معام الكيمناء انتعلیقی 


الل( 


الدرس 0 - 30 


معادلة المستقيم فی الفراغ. 
معادلة المستوى فى الفراغ. 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 


۷۸۵ 


الوحدة الرابعة 


سوف تتعلم لهو 
4 متجه اتجاه الخط المستقيم. 

4 الصورة المختلفة لمعادلة المستقيم. 
4 الزاوية بين مستقيمين. 

4 المسافة بين نقطة ومستقيم. 

4 المستقيمات المتوازية. 

4 المستقيهات المتعامدة. 


مصطلحات أساسية به 
4 متجه اتجاه Direction vector‏ 
4 المعادلة البارامترية 
Parametric equations‏ 
4 المعادلة الاحداثية 
Cartesian equation‏ 
4 زوايا الاتجاه 
4 نسب الاتجاه 


Direction angles 


Direction ratios 


الأدوات المستخدمة به 

4 آلة حاسبة علمية. 

4 برامج رسوم حاسوب ثلاثية 
الأبعاد. 


موم الد 


Equation of a straight Line in space 


تعلمت فى السنوات السابقة الخط المستقيم فى المستوى وكيفية إيجاد الصورالمختلفة 
لمعادلة الخط المستقيم فى المستوى (الصورة المتجهة- الصورة البارامترية- الصورة 
العامة) وفى هذا الدرس نتعلم المستقیم فى الفراغ وكيفية إيجاد معادلة المستقيم 
فى الفراغ فى صورها المختلفة لما فى ذلك من أهمية كبيرة فى مجالات الهندسة 
والتصميم المعمارى وتطبيقات علوم الفضاء. 
م عم 
متجه اتجاه المستقيم فی الفراغ Direction vector of a straight Line in space‏ 
إذا كانت 0٥ء‏ 9ء 3 ھی زوایا اتجاه مستقیم فی 
الفراغ فإن جتا ٥ء‏ جتا 0ے ء جتا 9ء ھی جيوب تمام 
الاتجاه لهذا المستقيم وعادة يرمز لها بالرمز ل» م ن. 
ل = جتا 9ی م = جتا9ے. ن = جتا9ء 
ويكون ل" جم" + ن" ١-‏ 
ويكوق: المتجه ی ذل س دم ص +ن ع هو متجه الوحدة فى اتجاه المستقيم. 
ویکون أى متجه موازيًا لمتجه الوحدة ی يسمى متجه اتجاہ المستقیم ويرمز له 
بالرمز هھ 


أى أن اه تك زل سنہ ہم ص جن ع )-(اءبءج) 


أءب» ج تتناسب مع لن ك3ع” 

أءب» ج تسمى نسب اتجاه المستقيم 

7 5 7 FY TN. : 

إذا كان (م م »م ) هى جيوب تمام الاتجاه المستقيم. 

فإن المتجه ه = ك ( »ج »2 ) يمثل متجه اتجاه المستقيم حيث ك + صفر 


فمثلا: 


بوضع ك- ٣‏ ے هد( 00) 

وبوضع كه ہے مھ ے(ی۔۷,) 
أى أن الخط المستقيم له عدد لا نهائى من متجهات الاتجاه المتوازیةء وكل منها 
يوازى هذا المستقيم. 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


۱ کتور محمد رزق معام الكيعناء التعليعى © 1:12 :!! 3 727 


معادلة المستقيم فی الفراغ ٤۔۱‏ 


ف مار 
)١(‏ أوجد متجه الاتجاه للمستقیم المار بالنقطتین | (-؟» ۳ 6 ب (۰» c٤‏ ۲( 
©> الحل 

متجه اتجاه المستقيم د ام كا له کرس انو قط صا١ا‏ 


ھ = (۲» ا 0 

ألا حاول أن تحل 
(0) أوجد متجه اتجاه كل من المستقيمات الآتية: 

0 المستقيم المار بنقطة الأصل والنقطة (-۱ء ٢ء‏ -؟) 

ابا المستقيم المار بالنقطتین ج (۰» ۰۲۰ ۳)ء ۶ (١ء )١- ١١‏ 
تفكيرناة 
-١‏ ماذا یمکن أن تقول عن المستقیم الذى متجه اتجاهه ه >(اء ب ء صفر) 
۲۔ أوجد متجه اتجاه لكل من محاور الإحداثيات. 
م تفلم 
الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم فى الفراغ Vector form of the equation of a straight Line in space‏ 
إذا كان ل مستقیم فی الفراغ متجه اتجاهه ه - (اء ب» ج) ويمر بالنقطة | متجه 
موضعها أ >(س,ء ص » ع,) فإذا كانت النقطة ب أى نقطة على المستقيم متجه 8 

5 سے 2 مم 
موضعها س >(س ء صء ع) فان 

من الشكل يكون: م 2 £ ت 

ولكن آب //ه (آب -كه) 


ہے رود سح > الصورة المتجهة لمعادلة الخط المستقيم. 


ب (س» ص »ا ع) 


)٣ع۱۷۰ص‎ ٣ٛ |(س‎ 


مثال 
62 أوجد الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم المار بالنقطة (۳ء-۱:ء) والمتحه (دى 2ع ©) متجة اتجاہ لد 
© الحل 

ei ET 2 تمثل نقطة على المستقيم‎ )٠ »١-»۲( 

(۲ء ٤ء )٣‏ يمثل متجه اتجاه المستقيم 4 ھ e Ia‏ 

معادلة | لمستقيم ھی . کر دك مه 

ود ٭(۳ء -۱ء ۰)+ك ٣٤(‏ ٤ء‏ ©) سه الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم. 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۸۱ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فی الفراغ 

ملحوظة: ك عدد حقيقى لا يعبر عن عدد ثابت وحيد بل يأخذ قيمًا حقيقية مختلفة» ويسمى فى هذه الحالة 
بارامتر. وعند كل قيمة للبارامتر ك يمكن إيجاد نقطة على المستقيم. 

فمثلا عند ك 1١‏ فإن ے =(۰۱ 28 ۲) تمثل متجه موضع نقطة على المستقيم . 

وعند ہے٤‏ قلق أي دما )٦‏ تمثل متجه موضع نقطة أخرى على المستقيم. 


ق حاول أن تحل 

)٢(‏ أوجد الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم المار بالنقطة )١ ء٢- » ٤(‏ والمتجه (۱ء -؟» ؟) متجه اتجاه له. 
ثم أوجد نقطة أخرى على هذا المستقيم. 

ضع تفلم _ 

Parametric equations of a straight Line in space المعاد لات البارامترية للمستقيم فى الفراغ‎ 

من المعادلة المتجهة للمستقيم ے = 7 + كه 


وبالتعويض عن م = (سء ص٠‏ ع)ء آ “>(س:۰صْ۷ع))ء ھ = اء بء ج) 
فإن (سء ص۰ ع) = (س, » ص,ء ع,) + ك (أ»بء ج) 


ew)‏ ١۱۸ص‏ ص ‏ 1ب 23.2 جا س المعادلات البارامترية للخط المستقیم 


مثال 
© أوجد المعادلات البارامترية للخط المستقیم المار بالنقطة )۴:۱۲٢(‏ والتحلا(۱٥۵۲۰)‏ ميحد اتجادلم 
@ الحل 
8 =( ۔۱ء #) + ك( -٠ء‏ ه) س الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم 


a‏ (سء صع) عء(٢‏ ۔۱ء ")+ كك ع -5.ه) 
3 س -؟ +عك 3 ص = ١‏ كك 3 اع = +ەك 


للا حاول أن تحل 
0 أوجد المعادلات البارامترية للمستقیم المار بنقطة الأصلء والمتجه (-؟ )١ ١»‏ متجه اتجاه له. 


المعادلة اللاحداثية للخط المستقيم cartesian equation of a straight Line in space‏ 
من المعادلات البارامتریة للخط المستقيم 
س = س, + ك أء ص = ص + ك بء ع - ع + ك ج 7 سے كك کت 5 جا سو 
فت تعد 5 7 > الصورة الاحداثية لمعادلة المستقيم 
حيث كل من أ » ب » ج لا يساوى الصفر 
۸۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


معادلة المستقيم فى الفراغ | ٤۔۱‏ 

ملحو ظة: 

-١‏ فی حالة | - صفر مثلّا فإن الصورة الاحداثیة للمستقیم تأخذ الصورة س = س نا ند ے ےا ا 

٢‏ تعلمت فى السنوات السابقة أن معادلة المستقيم فى المستوى هي | س + ب ص + ج = ٠‏ ويظن البعض أن 
معادلة المستقيم فی الفراغ ستكون | س + ب ص + ج ع +۶ = ٠‏ وهذا خطأ شائع حيث إن المعادلة الأخيرة 
تمثل معادلة مستوى فى الفراغ كما سيتضح ذلك فى الدروس الآتية. 

۳ حيث إن نسب الاتجاه | » ب ء ج تتناسب مع جيوب تمام الاتجاه لء مء ن فإنه يمكن كتابة الصورة الاحداثية 


لمعادلة المستقيم على الصورة 


9 مثال 


۔)٤‎ | ٢۔( أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستقيم المار بالنقطتين (۲» ١ء ه)ء‎ )٤( 


© الحل 
متجه اتجاه المستقيم a‏ دای مله اد دوي و بم 
الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم ع جا سا جآ نو سے ن1ا 
المعادلات البارامترية س -؟ دوك ص - +١‏ ؟ك. ع ٥=‏ -ك 
الضرراالاحدانا ا 
لآلا حاول أن تحل 
(ك) أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستقیم المار بالنقطتین (٣ء‏ ٢ء‏ ٠)ء‏ (-١ء‏ 2# )٤‏ 
لق مثال 
aT‏ پا 5 5 ل ص - ١‏ م 
© أوجد الصور المختلفة لمعادلة ا :3 لمستقیم د حتحكحد کے 
© الحل 
ا ٣س C79 _ ٠۔ص _ ١+‏ م 
بعر صں ا o‏ ۳ 
٣س ١+‏ 7 
ج الگ ومنھا س = س + 7ك 
07 المعادلات البارامترية 
َك : ے١‏ + اك ۱ 
1 ومنها 7 للخط المستقيم 
دک حك ومنھا 2 = ٥‏ ۔ كاك 


وين السعادلات الباراكرية بيعو كبابة الما 
١‏ 1 
(س› ص ع)د(پہ eI 2١‏ 21 0 
أى ل -(-4غ0.1)+ك ١.2‏ ۴۴) الصورة المتجهة 


لاحظ أن: نسب اتجاه المستقیم ھی (جء 21 )٣۳-‏ أو ٦ ٢‏ 6 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۸۲ 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


[ حاول أن تحل 

ے٤.‎ _ہ٥ه+ص۲‎ _ ا 5 .. اس +ع‎ ٤ 
أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستقيم 5ك حب - ل ثم أوجد نقطة تقع على هذا‎ )( 
ا تفلم‎ 
The angle netween two straight Lines in space الزاوية بين مستقيمين فى الفراغ‎ 
ب ج) ل‎ “١ إذا كان ریہ ےس الجاهيهما ھم چ ےڑا‎ 


هر همد (أى بم ء جم) فإن قياس الزاوية الصغرى بين المستقيمين ل,ء ل, تعطی بالعلاقة 7 
جتا0 = | ها ٠‏ ھا 


اا هم || || هم || 
و إذا کان (ل ° ١6‏ > ن) (لءء اند نء) هی جيوب تمام الاتجاه للمستقيمين فإن: 
جتا6 = إل ل, + م مم + ن ن,| 


ف مار 


٥+ ٤ص ع 7 سے‎ 5 ٤ 
أوجد قياس الزاوية بين المستقيمين سس ع(۲ء ۔۱ ۳) + ك (-5؟., ۰۰ ٢)ء س۱ ۳ سے‎ © 


© الحل 
من معادلة المستقيم الأول 7+ ۶" 
من المعادلات البارامترية للمستقيم الثانى elê‏ 
و اا ا 
ee lalla ١‏ 
1 
ے_ ' ےد .. 0 = 
۲'۰۲۷ 
اتا حاول أن تحل 


2 أوجد قياس الزاوية بين المستقيمين 
ل = وہ ص ادك ع دوك م لبس ا ا 9ك 
فق مار 
(۷) أوجد قياس الزاوية بين مستقيمين الذين جيوب تمام اتجاههما ھی 
١ 1١؟- 0 ١‏ كن 3 ١‏ 


( Tv جج ملام‎ TV ۲۴ TV 


A4‏ الصف الثالث الثانوی - کتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكیمنیا 


معادلة المستقيم فی الفراغ ٤۔۱‏ 


© الحل 
١ ٤ 72 ۱ ١ 7‏ 
( ل م“ <( =( ہے چا لم نم) - ہی ESTE‏ 0 
.. جتا6 =| للم + مم + ننم | 
١ ١ 0 3 1١؟-‎ 1 ۳- ٥ |‏ | 
TWIT‏ هيام +۱٢٣‏ هلام ہج TV‏ 
1١6-‏ کر ۱ 0 
حا چچ + کے + ہپ ام 
١‏ کی ي 


ق حاول أن تحل 
۲٢ 8 8 5 8 8 5 4‏ 
(۷) أوجد قياس الزاوية بين المستقيمين اللذین جيوب تمام اتجاههما هى (2» 2 + )>( 


يمع تعلم 


المستقيمان المتوازيان فى الشراغ Parallel Lines in space‏ 
إذا كان ص = (أى بہء ج)ء ھم = (اہ بام » جم) هما متجها اتجاه المستقيمين 5 5 فان ل ۱//! اذا 
وفقط إذا کان هم // هم وهذا الشرط يمكن تحققه بعدة صور مختلفة 


ے ے ۱ بت ي ے سس 
١۔‏ هو دك هم ات ا کے و هې »× هم = و 
۱ بام جم 
3 : 1 


لحوظة 
١۔‏ إذا كان المستقيمان متواز بين وكانت نقطة على أحدهما ت تحقق الآخر فإن المستقيمين منطبقان. 


- إذا کان ھ لا یوازی هم فإن ل,ء لم إما متقاطعان أو متخالفان. 


دی مار 


(۸) أثبت أن المستقيمية ا حصہ بك (سہ +٢صہ۔‏ اع ) 


سیپ =( سے ص جاح ) + كم (۔٣سہ‏ ۔٣صہ)‏ 
متقاطعان فى نقطةء وأوجد نقطة تقاطعهما. 
© الحل 
CNS eas‏ 
۱ جج" ب ١‏ أ ار ات 
يم ےج گت ہس دم بد 
ہجوت یں ٣٢٢۰‏ اج 
الستقيعان غير مر ازم الات أل ات متقاطعان فی نقطة نبحث عن قيمة ل ك وقيمة ل ك, 
تفلا یں ہےر 


ص دك (عہ ٢+‏ ص داع )۔ اس + اص + ع +ك, (-؟ مہ 0ص ) بمساواة المعاملات 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۸۵ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


ك ١-۲كم‏ ومنها ك +٢ك,۔ن۱۔ )١(‏ 
20212113 ومنها ك + لے )۲( 
06 ومنها ك, - ١‏ )۳( 
بالتعویض من (۳) فى )١(‏ ك, ١١‏ 
وهذه القیم تحقق المعادلة (؟) 


۱ لمستقيمان متقاطعان فى نقطةء ويكون متجه موضع نقطة تقاطعهما هو 

ہے حاص -١(س ٢+‏ ص ۔ ع)۔۔س ۔ص+ع أى )۱١٠١٠(‏ 
للا حاول أن تحل 
ری انت اڑا تق لمستقيمي' 22 نان نكا 0 + ك رہ یف ( 


ورای ٣‏ اوھ السام ا 
متعامدان ومتقاطعان فی نقطةء وأوجد إحداثيات نقطة تقاطعهما. 


م تعلم _ 


Perpendicular Lines in space المستقيمان المتعامدان فى الفراغ‎ 


إذا کان م 3 زارو نم نى )هر داب ج ھما سجھا اتا ا مین لل فان 
ل ل لب إذا وفقط إذا كان هم ٠‏ هم -. 
9 مثال 


© ات أن ال خر ا اق ولاج دا ام AEE OS‏ 1۹) معافدان 
ثم بين أن المستقيمين متخالفان. 
© الحل 
aE‏ س متجه اتجاه المستقيم الأول 
VS a‏ س متجه اتجاه المستقیم الثانى 
ھب ھم د( دك ۲۰)۱1 ۷ 0۱( 
۱۱x۱ +۷ x )١١( + )5-( ×۲ -‏ 
=-6- ۱+۷ 
= صفر .٠.‏ المستقيمان متعامدان 
لإثبات أن المستقیمین متخالفان نثبت أنه لا توجد أى قيم ل ك ك, تجعل عم = مم 
أى (١ء‏ ”ء )٤‏ + ك (۲ء -۔١ء‏ ۱)<(١ء‏ ۱۱ ۱)+ك, (-٢ء‏ لاء )١١‏ بمساواة المعاملات 


(١) = كك ع١ - الم ومنها  لك + كم‎ + ١ 
(۲) ١-2 ؟ - ك کا + ۷ك ومنها  -ك, ۔ ل۷ك‎ 
0 ٣-د كم ع١ + ١١ع ومنھا  لك - ااك‎ + ٤ 


۸٦‏ الصف الثالث الثانوی - کتاب الطالب 


معادلة المستقيم فى الفراغ | ٤٤۔۱‏ 
بحل المعادلتین »١‏ ؟ نحصل على ك, = » ك, = لل وهذه القيم لا تحقق المعادلة الثالثة 
'. المستقيمان متخالفان 
تل حاول أن تحل 
3 الیک آن سی ا عازه يسع ۶بق ۶۲ء اك زه و اجار اداع 6 تخافان 


دوي مثال 
(6) أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطة (۲ء -۱ء ”) ويقطع المستقيم ص٠‏ =(۱» -۱ء ؟) + ك (۲» ۱۲ )١-‏ على التعامد. 
© الحل 
نفرض أن المستقيمين متقاطعان فى نقطة ج 
ج 3 المستقيم ل, (المستقيم المعلوم) 
ج يمكن كتابتها على الصورة 
ح (۱+٢كء‏ -۔-۱+ ٢ك‏ ؟-ك) 
متجه اتجاه ل, (المستقیم المطلوب) هو ھم -آج دج - أ 
هر -(0ك-1ء اك -ك )١-‏ 
a‏ ء(٢ء‏ ۲ء ۔١)‏ 
المستقيمان متعامدان “.هار همد 
(٢ء‏ ۲ء -ا) °( ك- ۱ ٢ك‏ -ك-)-=. 
٤اک‏ -+٤ك+ك+ا=.‏ 
۹۔١‏ ومنها ك-2 
مرک ج جح( ب .م 
معادلة لہ ھی 2 -(5. ۔١ء‏ ۳)+ كم (-۷ء ٢ء )٠١-‏ 


ليل حاول أن تحل 
2 أوجد معادلة المستقيم المار بنقطة الأصل ويقطع المستقيم ‏ >(۳ء 61+ (۷ء 5غ م) على التعامذ 


9 مثال (لمسافة بين نقطة ومستقيم فى الفراغ) 


(61 أوجد البعد العمودى من النقطة (ء حا ۷ للمستقيم المار بالنقطتین (۲ء 21 -) ریف ۳ (o‏ 


@ الحل 
بفرض أ|(۲ء ۲ء -۱)» ب (۰» ٠۳‏ ٥)ء‏ ج (۳ء دك ۷) ج (۳ء -۷۱۱) 
ب ج = ج داب ۔(۳ء ۔۱ ۷)-( ۰ dA (۲ e-0 =) ٣‏ 


تک نض , نص ہے 7 
متجه اتجاه المستقيم ها -دب| = | ۔ب 


ب 
e‏ 
e EEE‏ 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۸۷ 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


ووه لاس سائظ پ عل اله La o‏ 

|| با‎ || 
۲ _ |)٦۔ء١۔٢(٠)۲٢ء٤۔‎ (| 
EH ۲)٦-(+۲)١۔(‎ ۷ 

لکن ||ب +-|| دما ۲۳+ (-و)۲+ ۲٢‏ ء۲۹ 

البعد العمودى ج =۷ (ب جا -(بی - | .مك - | ا به ٥,۳‏ وحدة طول 

لڑقل حاول أن تحل 
9 أوجد طول العمود المرسوم من النقطة (؟ » ١‏ -4) على المستقيم م عزن دق 2+۷ were‏ 
تفكيرناقد: هل يمكنك اثبات الصيغة التالية التى تعين بعد النقطة ب عن المستقيم م د | و ها 


سے EE‏ 
اااب × ه || 


ب و = 


البعد العمودى - ×- 
|| ه || 
5# تمارين(ع-) $¥ 
ال 


0 المعادلة المتجهة للمستقيم المار بالنقطة (۲» -٠ء‏ ۳) والمتجه (-۱ء ٤ء‏ ۲) متجه اتجاه له هى 002 
0 قياس الزاو ية بين المستقيمين ۲س ١-٣ص‏ = -ع › ٦س‏ = -ص - ٤ع‏ يساوى ا 
2*) قياس الزاو ية بین المستقيمين اللذين نسب اتجاههما ھی (۲۰۱۰۱)ء( ۴۷ -۴۷-۰۱ )٤٤٤-‏ یساوی ا 


(ك) إذا كانت 0ء هى الزاوية التى يصنعها المستقيم المار بالنقطة (۳» )١ »١-‏ ونقطة الأصل والاتجاه المو جب 
لمحور ع فإن جتا0ء = جس سٹت 


0 متجه اتجاه المستقيم المار بالنقطتین (۷ء -0« OEE‏ رب )٣‏ هو 707 
اجب عن الاستلة الآتية: 


© أوجد جیوب تمام الاتجاه للمستقيم الذى نسب اتجاهه 
00 لى ۲ ٣‏ (ب) ى ١1‏ 


(۷) أوجد الصورة المختلفة لمعادلة المستقيم. 
© المار بالنقطة (٤ء‏ ٢ء )٥‏ والمتجه ه =(۴ء ۱ -1) متجه اتجاہ له. 
() المار بالنقطة (۳ء -١ء‏ 5) ویوازی المتجه آب حيث آب >(٤ء‏ -۲» ۲) 
© لمار بالنقطتین (۳ء -٢ء‏ ٠)ء(ہء‏ ٤ء )١‏ 
ره المار بالنقطة (٣ء‏ ٤ء‏ ه) ويصنع مع الاتجاهات الموجبة لمحاور الإحداثيات زوايا متساوية. 


۸۸ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


معادلة المستقيم فی الفراغ ٤٤۔۱‏ 


(۸) أوجد الصورة المتجهة لمعادلة المستقيم س - م د ۔ ا 


٤ 


6چ ےہ ہچ 

وج ٣س‏ +ص داع »و۶ ح۸س داص ٤+‏ ع . 

أوجد المعادلة المتجهة لکل من المستقيمات 

() المار بالنقطتین اء ب +١‏ المار بالنقطة ى موازيًا ب ج 
© مار بالنشطة ‏ قاطعًا أب على التعامد 


0 أوجد قياس الزاوية بين المستقيمين 
GO)‏ ل؛ : يمر بالنقت لنقتطیر: (۔٣ ٤ ٣‏ (٢ء‏ ٥ء‏ -( 
ل : یمر بالنقطتین (١ء‏ ۲ء ۲)ء (٤ء‏ ۲ء )٣‏ 


لا Fele 4 Ca‏ 
ل : =( ۲ -ا) + ۲۱04( 


(ج) ل, :٢س‏ = ٣ص‏ ٤ع‏ 


نے 7ے ضط ہت 
عرسي ۔ں ۔ ہہ 


60 اذكر الشرط (أو الشروط) اللازم لكى يكون المستقیمان 
ل: س = س + اك > ص = ص + ب ك » ع- ع + جك 
لم : س = س + أك > ص = صم + بم كم ع = عي + جرك, 
® متوازيان ( متعامدان (ج) متقاطعان فى نقطة 
9 أوجد المعادلة المتجهة للمستقيم المار بالنقطة | (۱ء -١ء )٠‏ ويوازى المستقيم المار بالنقطتین ب (-۳» »)١ ١‏ 
جا (۱۰۲ء )٠‏ ثم بين أن النقطة و (١٤۱ء‏ ۲ ) تقع على المستقيم. 
7 أوحداقننة ن التى فصل السسطتيين > ي ءا زا عاق a9‏ 


ل :سے حك - ا متقاطعان فى نقطة» وأوجد نقطة تقاطعهما 


0 مجموع مربعات نسب الاتجاہ لی مستقیم يساوى ١‏ 

.ب جيوب تمام الاتجاه للمستقيم المار بالنقطتين (س, ء ص,»ء ع))ء (سہء ص۰ ع,) ھی 
(سم - سس ء ص-صء ۴۰۰)) 

9 إذا كان (آ, » ب,ء جم)ء (أم > بم » جم) هى نسب الاتجاه للمستقيمين ل,» لہ فإن قياس الزاوية بينهما 
تعطى بالعلاقة جتا0 = |أ,أم + ب بم+ ج جم| 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۸۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدنياء التعاععى 


| گت گن 


گے م_ے ت ے١١‏ ۰ة س ن 


دج 


الوحدة الرابعة 


سوف تتعلم لهو 
4 المعادلة المتجهه للمستوى فى الفراغ. 
4 المعادلة القياسية للمستوى فى 

4 المعادلة العامة للمستوى فى الفراغ. 
4 الزاوية بين مستويين. 

4 شرط توازى مستويين. 

4 شرط تعامد مستويين. 

4 معادلة خط تقاطع مستويين فى 

4 المسافة بين نقطة ومستوى. 


4 المسافة بين مستويين متوازيين. 


مصطلحات أساسية بمو 
4 مستوى plane‏ 
4 صورة قياسية Standard form‏ 


4 مستويان متوازيان :مام اءاامروم 
4 مستويان متعامدان 
Perpendicular planes‏ 
4 مستويان متقاطعان 
Interecting planes‏ 


Angle زاوية‎ 4 


الأدوات المستخدمة به 
4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسوم حاسوب ثلاثية 
الأبعاد. 


کنو 


The equation of a plane in space 


الصورة المتجهة لمعادلة المستوى فى الفراغ 

Vector form of the equation of a plane in space 
إذا كانت النقطة أ (س:ء ص۱ ع)) تقع على‎ 
ء وكان المتجه‎ [١ المستوى متجه موضعها‎ 
له = (اء ب» ج) متجه اتجاه عمودى على‎ 
المستوى وكانت ب (سء صء ع) أى نقطة على‎ 
المستوى متجه موضعها س فإن:‎ 


رہ ١۰اب‏ = صفر 
له (ب -٦)۔‏ (ب = ) 
لهء ر ے٠٦ے‏ الصورة المتجهة لمعادلة المستوى. 


أى أن: لإيجاد المعادلة المتجهة للمستوى يجب معرفة نقطة على المستوى ومتجه 

الاتجاه العمودى على المستوى. 

9 مثال 

© أوجد الصورة المتجهة لمعادلة المستوى المار بالنقطة (ء ١ء )١‏ والمتجه 
له = س +ص +ع عمودى على المستوى. 


الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


ر محمد رزق 


معام الگبقیاء التعایمی 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 


@ الحل 
الو ال ند عي یھ da TT‏ “درج 424 


EEN) 
پر‎ 
۲= (۱ء ۱ء ۰)۱ ص‎ 


اتا حاول أن تحل 

0 أوجد الصورة المشجهة لمعادلة المشتوى المار بالنقطة (۰۷م١٤١۱)‏ والمشجهة ل د( ۔-کگ ۳) عمودى على 
المستوى. 

8 نلم 

الصورة القياسية والصورة العامة لمعادلة المستوى فى الشراغ 


Standard form and general form of the equation of a plane in space 


من الصورة المتحهة لمعادلة المستوى 
له ٭(ص TEE‏ 
حیث له دء(اء بء ج)ء ہے >(سء ص۰ ع)ء 1 >(س,ء ص۰۱ع)) 


. (اء بء ج) ٠‏ (س - س,ء ص-صء ع - ع,) = صفر 

5 افده كديا ص مص اعد زد )د ے زاس اکر ا و 
وبفك الأقواس 

3 اس + ب ص + ج ع + (-أس, -ب ص - ح ع,) = ۰ 
وبفرض -أس, - ب ص, - ج ع, = ى فان 

أس +ب ص + جاع + و - ٠‏ --> الصورة العامة لمعادلة المستوى 
فق مار 


© أوجد الصورة القياسية والصورة العامة لمعادلة المستوى المار بالنقطة (9-ه ع ؟) والمتجه ن =( ء١ء)‏ 
عمودى على المستوى. 
© الحل 
الصورة القياسية | (س - س,) + ب (ص - صى,) + ج (ع - ع,) = ٠‏ 
۲ (س -۳) + (ص +ه) +(ع -۲) ٠=‏ --> الصورة القياسية 
وبفك الأقواس وتجميع الحدود المتشابهة 


اس دض و تہ ہے الصورة العامة 
[ حاول أن تحل 
© اوجد الصور المختلفة لمعادلة المستوى المار بالنقطة (ء )۲۰٤٢‏ والمتجه ن د (۱ء۱۶ء۴) عمودى على 
المستوى. 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۹۱ 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


® مثال وما اتون اكاز فلات تفط رسک فى استقامة راحدة) 
© اوجد الصورة المختلفة لمعادلة المستوی الماربالتقط (۳ء على ٠)ء(٢ء‏ ۱ء ٤)ء(.‏ ء ٣ء ٣‏ 
@ الحل 
آولا يجب التأكد من أن النقط ليت على استقامة وانؤدة 
CSE‏ 


sS oT‏ كت ری 
د 1 .٠‏ آب لايوازي آج .. النقط ليست على استقامة واحدة 
لإيجاد معادلة المستوى نحتاج متجه اتجاه العمودى على المستوى. وذلك بإيجاد الضرب الاتجاهى 


کس ے۴ نكم ےت 
= ۔ ۱۰ سے - ۹ صہ ٢٣ع EJ‏ 


الصورة المتحهة لمعادلة المستوى 


سگ لک کے لے 


رہ ٭ے = ں١‏ 


CE‏ 0۷ہ 


کے 
- ۱۰ دوع 9) مس دام 
ل معادلة المستوى المار بالثلاث 


الضووةالقيانية لادا المبكوق EE‏ تصن حك 
(س؛ صم ع0)» 
| (س-سى,) + ب (ص-ص)+ج (عع) د (سم. صم عم) هى: 


سک سیا احير ب رج ا 


کت ٠٠-‏ (س - ؟) - ٩‏ (ص + )١‏ + ”اع = .۰ 
السورۃ الات اد النسٹری 
(-١۱ء‏ -۹ء ۰)۲( س› صء ع) ”١--‏ 2 حرف ری رھ ہے 

للا حاول أن تحل 
© أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستوى المار بالنقط (١ء‏ م .ع ۲ ۰( رک 0 


ESE E يدس عن‎ 


+: 


مرب دمن ص۔-ص) A‏ 


رھ مثال (مستوی يحوى مستقيمين) 
© آثبت أن المستقيمية = (٣سہ‏ +صہ داع ) + (سہ ٢+‏ صہ +٣ع)‏ 


منود كي ےے ےے ےے ےے 
میں = (۲ س + ٥‏ صہ ) + ك ( س ۔صہ (E+‏ 


متقاطعان» وأوحد معادلة المستوى الذى بحتو پھما۔ 


۹۲ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 


© الحل 
إذا تقاطع | لمستقيمان فان ص, > سم 
٣(‏ سد +صہ داج ) جك (سہ ٢+‏ صہ +۳ ع)۔(٣‏ مہ +ہ ص )+ كى (سہ ص جاع ) 
بمساواة المعاملات نحد أن 
۴+ ك =+كم ومنها ك = دا () 
١۰٢۲ + |‏ ده-كى ومنها لق ا لاپ ت٤‏ )۲( 
دلج اك ےك ومنها ‏ ٣ك‏ ۔ لكا )۳( 
بحل المعادلتين ٢١٢‏ کک ك, ٢>‏ 
وبالتعويض بهذه القيم فى المعادلة (؟) نجد أنها تحققها 
المستقيمان متقاطعان. 
متجه الاتجاه العمودى على المستوى هو له حيث 


ے ‏ كه 


ےے للت بے 
له = ھب × هم = ۱ ۲ 


| ا ١‏ 
المعادلة المتجهة للمستوى ده ٭ ر = ء١‏ 
(ھء ا سه a‏ مالم ea eeu‏ 
2 (٥ء‏ ۲ء -۳ )۰ ص۔٢٢‏ 
الصورة العامة 
٢٢(‏ ۲ء -۔۴)٠‏ (سء صء ع) = ۲۰ 
٥س‏ + ۲ص - ”اع = ۲۰ 
ق حاول أن تحل 
(4) أثبت أن المستقيمين ل, :٢س‏ = اص -2 عء لم: ٣س‏ = "ص = ٥ع‏ متقاطعان ثم أوجد معادلة المستوى الذى 
يحو یھنا 


ف مثر 
() أوجد نقطة تقاطع المستقيم ٢س‏ = اص ١-‏ - ع -4 مع المستوى ٣س‏ + ص - اع = ه 
© الحل 
من معادلة المستوى ص - ه + ۲ع - س 
بالتعویض فى معادلة المستقيم 
۲س ٠١١-١‏ ےی ص عع 
الس دكع-6١ )١(‏ -٥ع+۹سء۱۸‏ (5) 
۹۲ 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فی الفراغ 


بحل المعادلتين ٠ )١(‏ (۲) نحصل على 
س<>۲۸ء ع - كلا 

بالتعويض فى معادلة المستوى .. ص - - ۲١‏ 

7۰ نقطة التقاطع هى (-۳۸ء (VY- «Yo-‏ 
[ حاول أن تحل 
0 أوجد نقطة تقاطع المستقيم م = (۰۱٢۲۰)+ك‏ (۳ء 7 ؟) مع المستوى (۳ء ٢ء‏ 7) .ع ۔۔٢‏ 
09007 
الزاوية بين مستويين the angle between two planes‏ 
قياس الزاو ية بين مستويين هو قياس الزاو ية بين متجهى الاتجاه العمودين عليهما. 2 
فإذا كان نہ ء نم هما المتجهين العمودين على المستويبن فإن قياس الزاوية بين 

و و9 لاماي 


ہے ے‫ 
|| 11:۰۷|| ]|| 


ف مثر 
)٦(‏ أوجد قياس الزاوية بين المستويين (٢ء-٤١٤)٠‏ ص ٥٥ء‏ ٣س‏ - ص +٤ع ٤=‏ 
© الحل 

متجه الاتجاه العمودى على المستوى الأول نہ = (٢ء‏ -١ء‏ 4) 

متجه الاتجاه العمودى على المستوى الثانى نہ -(5؟», -١ء‏ ؟) 

.٠.‏ قياس الزاوية بين المستويين ھی0 حيث 


هام ے اا ے اع ۶أ 

٦٦۷ ماب‎ ry +0 )+ +۷ مس‎ 1| 

م دجت( خل) ۲۸٥0۸‏ 

AN TT 
حاول أن تحل‎ [ 
۲ = ۲س + ص -ع‎ ٠٢ = أوجد قياس الزاو ية بين المستويين س - ٣ص + ”ع‎ 2 
Parallel planes and perpendicular planes المستويان المتوازيان والمستويان المتعامدان‎ 
إذا كان نم » تم هما متجهى الاتجاه العموديين على المستويين فإن‎ 
المستويين متوازيان إذا كان نہ // نمم أى إذا کان کپ جح‎ ۱ 
و یں جج‎ 

٢‏ المستويين متعامدان إذا كان نہ ٭ نمم ٠-‏ أ کن ثحب رضم جات 
۹4 الصف الثالث الثانوی - كتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 
د مار 


(۷) إذا کان المستوی ٢س‏ - ص +ك ع = ٥‏ يوازى المستوى س + ل ص +4 ع ٠=‏ فما قيمة كل من ك» ل. 


© الحل 
المستويان متوازيان 5 ع عد 
کر ا لله 
ألا حاول أن تحل 


(۷) إذا كان المستوى س - "ص + ع ٤=‏ عمودى على | لمستوى | س + ؟ص + "ع - ؟ فما قيمة أ 


9 مثال (معادلة خط تقاطع مستويين) 
(4) أوجد معادلة خط تقاطع المستویین س +۲ ص - ”ع »١1-‏ ؟ س + ص - ”ع = ه 


@ الحل 
بحذف س من المعادلتين» وذلك بضرب المعادلة الأولى فى ٢-‏ والجمع مع الثانية 
۳۳۴ ص + ع = ٣‏ ومنها ع ٢‏ ص + (١) ٣‏ 
بحذف ص من المعادلتینء وذلك بضرب المعادلة الثانیة فی - والجمع 
٣س‏ -۹ 
-لاس ٤+‏ ع ٩-=‏ ومنها اعد 7 
سا ےت معادلة خط التقاطع 
حل آخر 
س ۲ص ۔ ”ع =۱ (١)‏ 
٢س‏ ص - ٣ع ٥=‏ )۲( 
بحذف س 
۳ص+ ع دن )۳( 
بفرض ع = ك 


ك۳ 
[. مر یں و 2 


الات اراي لخ ناخ ى 
س =+ ك > ص ددا + ك 2 اع دك 
حل ثالث: 
خط التقاطع عمودى على المتجهين نه, ء نہ العمودین على المستويين. 
متجه اتجاه خط التقاطع ه یمکن حسابه من الضرب الاتجاهى للمتجهين نہ ء نہ 
عد عض نض 1811+ + +0 
SS‏ ا ع ابن اخ سض اج 
1 دم 


کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۹۵ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


لإيجاد نقطة على خط التقاطع نضع ت (مثلا) 
بالتعویض معادلة المستوى الأول ١ص‏ - اع = صفر (١)‏ 
بالتعويض معادلة المستوى الثانى ص - ”اع =۲ 00 
بحل المعادلتين (۱)» (۲) نحصل على ع سے ص = 


النقطة (١ء Sa‏ -ج) تقع على خط التقاطع. 

معادلة خط التقاطع ى =( سے ل بك (یء ١٠‏ لمم 
لاي حاول أن تحل 
(۸) أوجد معادلة خط تقاطع المستويين ٣س‏ -ص + ”ع ٣ء‏ س - 1ص + مع - ١‏ 
م تفلم 
طول العمود المرسوم من نقّطه إلى مستوى ©76وام the length of the perpendicular from a point to a‏ 
إذا كانت | (س, > ص > ع,) نقطة خارج المستوی سہ وكانت ب نقطة على 
المستوى e‏ متجه الاتجاه العمودى على المستوى فإن بعد النقطة أ عن 
TT‏ 
ھ08 


ات 
| امه || 


ل 


ف مثر 
(۹) أوجد طول العمود المرسوم من النقطة (۱» -١ء )٣‏ على المستوى الذى معادلته ص . (٢ء‏ ۲ء )١-‏ -ه 
© الحل 
يجب إيجاد نقطة على المستوى ومتجه اتجاه العمودى على المستوى من معادلة المستوى 


ا انان +1 تحت أن لے دزا ان دوا 

ولإيجاد نقطة على المستوى نفرض أن المستوى يقطع محور ع فى النقطة (0. ٠٠‏ ع) 
(۰» 60 ع)ٴ(۲ء 05-01-25 ومنها ع--ه 
النقطة ب (٠ء‏ ٠ء‏ -0) تقع على المستوى 
.ا ےی 00 حیث |(١ء‏ -۱» ؟) 


۱ _ ابا ا 0 0 و 
طول العمود (ل) 7 ےت ع وحد 


۹٦‏ الصف الثالث الثانوی - کتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 
ا[ حاول أن تحل 
() أوجد طول العمود المرسوم من النقطة (-؟» 1 ٤‏ علی الستوئ الذى ادكه م ام عام اده 
الصورة الاحداثية لطول العمود المرسوم من نقطة على مستوى 
علمت أن طول العمود المرسوم من نقطة أ (س۰۱ص۱ع)) على المستوى المار بالنقطة ب (س, ۰ص۷ ع)) 
والمتجه انه - (اء بء ج) عمودى على المستوى يعطى بالعلاقة 


سک کے 
_ | با ٠ن‏ | 


3 - 
|| ن || 
= ا(س, - سىء ص, - ص ۰ ع, - ع۲) . (۱ء ب » ج)| 
۱ ا 


النقطة ب (س, ء صب » ع)) تقع على المستوى | س دياص سے وت 
- أ سم - ب صب - ج عم -ى 
.|أس.+ب ص +ج ع, +| 


3 


ف مثل 


٦- أوجد طول العمود المرسوم من النقطة (۱ء و -؛) على المستوى الذى معادلته؟س - ص +۲ع‎ ٠١( 


@ الحل 
۷ء ہے سے ھت 
٢‏ و 
ہے جو سعد 
انا حاول أن تحل 


(ك أوجد طول العمود المرسوم من النقطة (-۱ء ٤ء )٠‏ على المستوى الذى معادلته س - ۲ص - ع ٤=‏ 
9 مثال (لمسافة بین مستويين متوازيين) 

09 أثبت أن المستويبن س + ٣ص‏ - 4 ع-٣ء‏ ؟س + ٦ص‏ -۸ع ع متوازيان: وأوجد البعد بينهما. 
© الحل 


لإثبات أن المستويين متوازيان نثبت أن متجهى الاتجاه العموديين عليهما متوازيان. 
© كلق اع ا لد Tee‏ 


ار دم سن Eas‏ 2ے 
سق بم ٢۰٢۰٢‏ ۴۸ 
1 
علخ ا 091 0 تو نا ۹ ا ںا" 
اہ بم جم ھت 
کتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۹۷ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 
لإيجاد المسافة بينهما نوجد نقطة على إحداهماء ثم نوجد طول العمود المرسوم من هذه النقطة إلى المستوى الآخر. 
لإيجاد نقطة على المستوى الأول نفرض س = ٠ء‏ ص = ٠‏ 
بالتعویض فى معادلة المستوى الأول .اع دك 
النقطة ( ھچ -ح) تقع على المستوى الاول 
ويكون طول العمود المرسوم منھا للمستوى الثانى هو ل حيث 
۳ 
اب وت ت کک ساط 


کیں٣ TV‏ 
لل حاول أن تحل 
9 أثبت أن المستويين ٣س‏ + ٦ص‏ + 5ع ٤=‏ ء س +۲ ص + ”ع = ١‏ متوازيان» وأوجد البعد بينهما. 
8ا تفلم _ 


معادلة المستوى باستخدام ا أجزاء المقطوعة من محاور الاحداثيات 
إذا قطع المستوى محاور الإحداثيات فى النقط (س, ء 2 ۲ ) > ص“ ))۰ ¢« * ۰ع) فإن معادلة المستوى 


تكون على الصورة 
عدب ع با سے معادلة المستوى بدلالة الأجزاء المقطوعة من محاور الاحداثیاٹ 
س ١ ١‏ 


استعن بمدرسك لإثبات الصورة السابقة لمعادلة المستوى. 


اي مار 


@ الحل 
س ص ح 
معادلة المستو سے :> کاو ١)‏ 
ی سو ص کے 
س ص 6 _ 
ع للم 5 2 
[ليا حاول أن تحل 
9 أوجد الأجزاء التی يقطعها المستوى ٢س‏ + ٣ص‏ - ع = ٦‏ من محاور الإحداثيات. 
تفكيرناة 
إذا قطع المستوى ٣س‏ + ١ص‏ + 4 ع = ؟1 محاور الإحداثيات س ء ص » ع فى النقط أء ب ء ج على الترتیب . 
احسب مساحة المثلث أب ج 


۹۸ الصف الثالث الثانوى - كتاب الطالب 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 


- ج ى 
تچ تمارين(ع- ) $¥ 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
() أى من النقط تقع فى المستوى ؟ س +7 ص - ع -ه 


6 ۱ء ۱( (ب) ,١(‏ 05م 

© <( (© ۹ء ۲ء -) 
2 المستوى ٣س‏ - ۲ص + 4ع - 1١‏ يقطع من محور س جزء طوله 

۵ (© ے 

( ء (ھ) + 


2 إذا كانت الأجزاء المقطوعة من محاور الإحداثیات بواسطة المستوى س + ه ص - 5ع = ٠٣‏ ھی أ» ب » ح 


فإن|+ب+ج = 


(1) صفر (ب) .م 
زج ۲ 20 

() معادلة المستوى المار بالنقط (١ء‏ ٢ء‏ ۳) ويوازى محورى الإحداثيات س ء ص هى 
للا س +ص ٣‏ (ج) ع-٣‏ 
9 س - ١؛‏ © ص۔٢‏ 

(0) معادلة المستوی المار بالنقط (۰۴۲٥)ء‏ (۱ء ۷۱۰۷ء( ٢+۔۷)‏ ھی 
ل س + ص-ع۔. © سے 
© ص -ء (5) ع۔۔ 

2 معادلة المستوى المار بالنقطة (۱» -۲» ه) والمتجه (۲ء ۱ء ۳) عمودى عليه هى 
(1) ؟س + ص +”مع - ١‏ (ب) س + ص + "اع - ١6‏ 
(*) س - اص + وع = ١١‏ داس + ص +ع -ع 


أجب عن الأسئلة الآتية: 

(۷) أوجد الصورة المختلفة لمعادلة المستوى المار بالنقطة (١ء )٤ »١-‏ والمتجه له = (۲» )٤٠٤-‏ عمودى عليه ثم ہین: 
١‏ أ هل النقطة )٠١١١۲(‏ تقع فى المستوى! 
© هل المتجه ی -(ء -هء -؟) يوازى المستوی؟ 


0 أوجد ثلاث نقط فى الفراغ تقع على كل من ا اتويات الآنية: 


للا س-ء © ص - ١‏ 
ا س +*ص -ه (د) ۲س - ص + ۳ع ٤=‏ 
كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ۹۹ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الرابعة: الخطوط المستقيمة والمستويات فى الفراغ 


© أوجد الصورة العامة لمعادلة المستوى المار بنقطة الأصل والمتجه نه = س ٢+‏ ص ٣-‏ ع عمودى عليه. 
(۴ أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستوى المار بالنقطة (٢ء‏ -١ء )٠‏ والمتجه له د٤‏ س + ٠١‏ ص۔۷ م 
عمودى عليه. 


9 أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستوى المار بالثلاث نقط | (٢ء‏ ہے )ب (-۱» 21 ٤ح ٣(‏ ."2 ۲( 
9 آثیث أن ا لمستقيم ص = اع + ك (۲ س ٣+‏ ص ٤+‏ ع ) عمودى على | لمستوى س + ص + اع -ه 
9 أثبت أن النقطة | (۲ء )١ ۰١‏ والمستقيم ل: ہے = (9 س + ص +؟ ع ) + ك (س- ؟ص +۲ع) يقعان فى 
المستوى الذى معادلته ہے . (٢س‏ - ع)۔٣‏ 
29 ار معاد الستوى الذى يمن بالنقطة :1:1 و يحقق كلمن الفتروظ القنية: 
أ يوازى المستوى ٢س‏ + ؟ص + هع- ١‏ 
() عمودى على المستقيم المار بالنقطتین )٠٥٥٥٥(‏ ء )٤٤٥٤١٤(‏ 
)ا عمودى على كل من المستویین ۷س + ص ٢+‏ ع<٦ء‏ ۳س+ وص -٦ع‏ =۸ 
9 أوجد إحداثیات نقطة تقاطع المستقيم ر -اع +ك (۲س +ص +ع ) مع المستوی م س ےج 
(67 أوجد الصور المختلفة لمعادلة المستوى الذى يقطع من محاور الإحداثيات س ء ص » ع الأجزاء ٠٤٤٤‏ ه على 
9 الربطبالبيئة: فى الشکل المقابل. أوجد معادلة کل من 


ا مستوى أرضية الحجرة. 
© مستوى سقف الحجرة. 
© مستويات الحوائط الجانبية. 

9 أوجد معادلة المستوى الذى يحتوى المستقيم ل,: عي =(۰» ٣ء‏ -ه) + ك, (٦ء‏ -۲» )١-‏ ويوازى المستقیم 


لپ o‏ زات ا ۶ 


أوجد قياس الزاوية بين كل زوج من المستويات الآتية: 


1 ل :۲س -ص +ع -ه : لب: ٣س‏ +۲ ص ۲ع = ١‏ 

© لبنس ۲۰ء ۱ء ۔١)۔؛٤‏ ۱ لي عفرا عا اتل 

© , :ص۔٤‏ : ل :س -٣ص‏ + ۵ع = ١‏ 
٣١‏ الصف الثالث الثانوى - کتاب الطالب 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


معادلة المستقيم فى الفراغ | + -؟ 


أسئلة متعددة المطالب 
(:) إذا كانت النقط |ء ب » جء ى فى الفراغ متجهات موضعها بالنسبة لنقطة الأصل هى 
-ص+ ع٢٢‏ س اض +ہ٣عے۔‏ اس - ١ص ٢+‏ ع ۷س ا٤‏ ص ٢+‏ ع على الترتيب 
١‏ أ) أوجد متجه الاتجاه العمودى على المستوى اب ح 
' بين طول العمود المرسوم من ى على مستوی ب ج يساوى 711 
@ ببن أن المستويبن اب جء ۶ ب ج متعامدان. 
١د‏ أوجد معادلة خط تقاطع المستويين اب ح و٤‏ ب 
9 إذا کان المستوى س يحوى النقط | (١ء‏ ٤ء‏ ؟) ب (١ء ٠۰‏ ٢)ء‏ ج (۰» ۸ء )١-‏ وكان المستوى ص يحوى 
النقطة و (۲ء ۲ء ؟) والمتجه له اس ٢+‏ ص ٢+‏ ع عمودى عليه أوجد: 
® المعادلة الاحداثیة للمستوى س © المعادلة الإحداثية للمستوى ص 
گا إذا كانت النقطة (ط ء ٠ء‏ ف) تقع فى كل من المستويين س ء ص فما قيمة كل من ط »ف 
٥‏ أوجد الصورة المتجهة لخط تقاطع المستويين س ء ص 
"ھا إذا كانت النقطة (١ء ١‏ ق ) على أبعاد متساوية من المستويين س » ص أوجد قيم ق الممكنة. 


كتاب الجبر والهندسة الفراغية - الهندسة الفراغية ٠١١‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


موقع الدکٹور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


ثانيًا: التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعلیمی 


متطلبات قبلية في التفاضل والتکامل 


اشتقاق مقلوبات الدوال المثلثية 


١‏ - مشتقة دالة ظل التمام 
إذا كانت ص = ظتا س حيث س 3 ع2 س ن7 » ن 3 صہ 


فا“ . كاله = - قا" 
فإن : (ظتا س ) = - قتا' س 


لاحظ أن : 
دصر ٤‏ ۱ )ےک 2 
وس وس 'ظاس' ۶س ` جاس 
_ جاس ×-۔جاس - جتاس × جتا سے _ ۱ ل 
(جا س)" (جاس)' 


" - مشناقة دالهك القاطع 

إذا كانت ص = قاس حيث : 
(٢ن‏ + )71 
۲ 


س3ع ء س عد > ن3 صہ 


فإن: 


(قاس) = قاس ظاس ( تحقق من ذلك) 
س 


: مشتقة دالة فاطع التمام‎ ٢ 
إذا كانت ص = قتا س حيث‎ 
س 3ے › س عد ن 7 » ن3 صہ‎ 


و حر بد جج تد تحقق من ذلك 


موقع الدکتور محمد رزق معلم انگیمیاء التعلیمی 


© ص - ٣س‏ ° + > ظتاس ا ص - "قاس - ٥ظاس‏ 


0 5 5 5 
7ر 7 = ٣×س ٣+٤٤٤‏ ( - قتا" س) - ٥س“‏ - 4 قتا"س 


(ب) گگا = ۳(قاس ظا س) - ه قا "س = قاس [٣ظاس‏ - ه قا س] 


ت = ٣س'‏ قتا س + س ( - قتا س ظتاس) = س' قتاس [ " - س ظتا س] 
تكامل الدوال المثلثية 


جدول التكاملات المثلثیة الأساسية 
| جا س و س - - جتا س + ث 
| جتاس و س - جا س + ث 
ال را لطا لك 
١+۵٣٢‏ . 
س ڈوسے- اذو ل 5 ضہ 
ا قتا" وس ہہ" 
عن ےک ل د دكا من رتم 
س جن 76ء ن 3 صہ 


| قاس طاس و س - قاس +ث 
ا : 
س ج ۲ 7ع ن 3 صہ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكتعناء التعليقى 


Differentiation and it's Applications 


فى دراستك السايقة للدوال» تعرّفتَ على دوال صريحة فی متغیر واحد على الصورة ص = د(س) والعمليات 
على هذه الدوال وتركييهاء كما بحثت قايلية اشتقاق الدالة المتصلة على مجال ماء وأمكنك إيجاد المشتقة الأولى 
للدوال الجيرية و الدوال المثلثية. 

تي هذة اة مرف تال آکرے لایکن ف و اتا سیق وط امترات ا شھتا رکینیا 
من خلال متغير وسیط يعرف بالمتغير البارامتری؛ مما يتطلب دراسة أنماط أخرى للاشتقاقء مثل الاشتقاق 
اَی والاشتتاق الدارنتري الى معفد على متففة زالة الدالة (قاعية الت فى اشدفاق الدؤال: کا 
نبحث وجود مشتقة مشتقة الدالة (المشتقة الثانية للدالة) فى إطار دراسة المشتقات العليا للدالة والتى تفسح 
المحال لورابمة شعاد اة متو 


كما تهتم هذه الوحدة ببعض التطبيقات المهمة للاشتقاق فى مجالات متعددة للرياضيات والفيزياء والاقتصاد 
والعلوم البيولوجية من خلال دراسة المعدلات الزمنية المرتبطة لتساعدك على نمذجة وحل بعض المشكلات 
الحياتية التى قد تصادفك. 


فى نهاية الوحدة وبعد تنفیذ الأنشطة من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 
يوجد الاشتقاق لدوال ضمنية (صريحة » ضمنیة » بارامترية...). 
يوجد المشتقات العليا (الثانية والثالثة) لدوال مختلفة ويتعرف طريقة التعبير 
عنها . 


يوجد مشتقة الدالة الأسية ص - ه س, ص - | س 


يوجد المعدلات الزمنية المرتبطة متضمنة التطبيقات الفيزيائية. 


الاشتقاق( التفاضل) Differentiation‏ 
المشتقة الأو 7 First Derivative‏ 
دالة صريحة Explicit Function‏ 
دالة ضمنية Implicit function‏ 
وسیط (بارامتر) Parameter‏ 
اشتقاق ضمنی Implicit Defferentiation‏ 
اشتقاق بارامتری Parametric Defferentiation‏ 


دروس الوحدة 
الدوس ٠= ١(‏ الاستفاق الضمتی والیارانٹری 


الاس 


المشتقات العليا للدالة 


(5-1): 
الجرس ١‏ =۴ مشهات الدوال اة واللوغاريكمية 
:)٤-٤(‏ 


الترسش ١‏ = المعسلان المفية المرقطة 


الاشتقاق الضمنر 
الاشتقاق 


الاشتقاق البارامترى 


المشتقات العليا 


Las 


موقع الدکتور محمد رزق معلم الگیعیاء التعلیقی 


007 01 


\1/ 


Higher Derivatives 
Rate 


Related Rates 


آلة حاسبة رسومية 


حاسب آلى مزود ببرامج رسومية (Geogebra, Graph)‏ 


تطبيقات الاشتقاق 


_ دسم 


5 


الاشتقاق البارامترى 


5 6 المصطلحات الأساسية ) 


Relation علاقة‎ 
Explicit function - دالة صريحة‎ 
Implicit function  ةینمض دالة‎ 
Parameter وسيط‎ 


98 الأدوات المستخدمة 


آلة حاسبة علمية. 


Scientific calculator 


Implicit Defferentiati0¬  ینمضلا اللاشتقاق‎ 

سبق لك إيجاد مشتقة دالة معرفة بالصورة ص = د(س) وهى دالة صر يحة explicit function‏ 
للمتغير المستقل س حيث تحدد قيمة ص مباشرة متى علم قيمة س مثل : 

ص = ٤س‏ - وس + ۲ » ص = جا(۲ س +۳) » ص- < 
ویکون ص -؟١١1س"-ه‏ › ص ۲ جتا(۲ س +۲)ء صۂہ۔ 5000 
أما إذا كانت ص مرتبطة بالمتغير س بمعادلة تحوى س ء ص معًا مثل: 

س ص + ص۔٤٠‏ ()ء س + ص"5-5-١()‏ 

فكل معادلة تعرف علاقة ضمنية ہم ٥اداہہ‏ أءأامما بين س ء ص؛ تعبر عن العلاقة بين 


إحداثیي نقطة (س ء ص) واقعة على منحناها البياني. 


لاحظ أن : 
> يمكن كتابة المعادلة س ص + ص - ؛ = ٠‏ بالصورة: 
٤‏ ۱ 
ص (س + ۱) ٤=‏ ض2 س ۴ےا 


١ + س‎ 


وفى هذه الحالة تعرف العلاقة الضمنية دالة واحدة صريحة. 


٢‏ مجموعة النقط (س . ص) التى 
تحقق المعادلة س" + ص" = ٩‏ ترسم 
دائرة مرکزھا نقطة الأصل وطول 
نصف قطرها ۳ وحدات» ومن 
اختبار الخط الرأسى نلاحظ أن 
العلاقة س" + ص" = 4 لا تمثل دالة 


غير أن ص" = ۹ - س" 

صن کک ۷۔ س 

فيمكن أن تغرف العلاقة الضيية 
ہا + صا = ۹ والقين صر يحنين 
الأولی ص = 

مجالها [-۳» ؟] ومداها [۰» ۳] وقابلة 


للاشتقاق لکل س 3]-۳ء ۳[ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


موقم الدكتور محمد ززق معلم Aa‏ ماع 


الاشتقاق الضمنى والبارامترى 


0س٦‎ 


والثانية : ص --51- س 

مجالها [ -5, ؟] ومداها [-۳» ]١‏ 

وقابلة للاشتقاق لکل س3]-۳ء ۳[ 

فى کثیر من المعادلات على الصورة د(س » ص) = ٠‏ يصعب التعبير عن 
ص بدلالة س مباشرة؛ لآن المتغیر ص لايمثل دالة صر يحة بالنسبة إلى 
س » تسمى هذه الدالة غير الصريحة بالدالة الضمنية دمنءمدة ؛كنامما 
عملية اشتقاق الدالة الضمنية (الاشتقاق الضمنى) يتطلب اشتقاق 
كل من طرفى المعادلة بالنسبة إلى أحد المتغيرين س أو ص وفتًا لقاعدة السلسلة لتحصل على حك أو حك 
على الترتيب. 


فی مثل 


(0) أوجد > إذا كان: 


وس 
الا +٣٢‏ ضص٢۔‏ ۷س جد وض -م ابا م ۰60 "بارا 
)ا س" + ص" - ۷س + هص = )٣س‏ ص + ص" = س 


a "0 
680 0 


لاحظ أن المعادلة لا تعطی ص صراحة بدلالة سء لإيجاد >" نشتق طرفی المعادلة 


إذا كانت ص دالة فى س وقابلة 


8 
بالنسبة إلى س مع مراعاة ان ص دالة للمتغير س وقابلة للاشتقاق فيكون: للاشتقاق فإن: 
8 : 
درون 
او سی گے وہر گے وس 
دس وس نے ۵-١ص‏ 
ایآ وس 
شاك روص 2 دی کے ہت 
و س وى س "ص + ه 


٣۰+‏ س ص + ص" ح ين" - ۷ بافتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى س. 


0 و 
امن لين و اہ وو ل و امن 
ےس وس 
جس شک + ص ×۴ + ۴٢‏ ص شا - ٢س‏ 
وص , عاص ۲س - ٣ص‏ 
نت ہے ۳ + ۲ = ٢۲‏ مھا ك 
و ا٣س‏ ص] و كن و س ٣س‏ + ۲ص 
أل حاول أن تحل 
2 أوجد کک إذا كان: 
ودس 
ج6 ١ ۲ ۳ ٣‏ 
(أ) س - ٥‏ س ص + ص" = ٤س‏ ر س'ص + ص' س = ۲٣١‏ 


ف مر 
وس 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


موقع الدکتور محمد رزق معلم الكتقناء التعلتقى 


©> الحل 
© باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى س 


.سخ (جا۲ص) - کے (ص جتا ٣‏ س) 
وس واس 


جتا ۲ ص ×۲ شک = ص [- - جا٣س‏ × ۳] + جتا ٣س‏ [ شش ] 


دص . كص ٣ص‏ جا ؟ س 
٢جتا‏ ٢ص‏ - جتا ٣‏ س ] = ۔ ٣ص‏ جا ؟ 3 ES‏ 1 
ص س ] کن ھا سن وت حتا ٣س‏ - ٢‏ جتا ؟ ص 


(©) باشتقاق طرفی المعادلة بالنسبة إلى س 
کے (طا ۲ س) 3 
و س 


ک (ظتاص) - کے (س ص) 
وس وس 


۲٢س‏ - قتا ص حك = س حك دض 


وص + قتا؟ = عقا" ۲ - - 
خر ص] بن عنصن جو 
[ حاول أن تحل 
62 اوخد کک إذا كان 
® س جتاص + ص جتاس - ١‏ (ب) ٣ص‏ = جا س جتا ۲ ص 


لاحظ آج الضكة النهائية اة“ وس ق الفاق ای سری گلا ری ها جل اھا شا عند 
إحدى قيم س لحاجتنا أولاً لمعرفة قيمة ص المناظرة لھا والتی يصعب تحديدها من العلاقة الضمنية. 

الاشتفاق البارامترى Parametric Defferentiation‏ 
إذا أمكن التعبير عن كل من الإحداثى السينى ء والاحداثى الصادى للنقطة (س » ص) كدالة فى متغير ثالث ن 
(یسمی الوسيط أو البارامتر) بالمعادلتین: 

س = د(ن)» ص = ر(ن) حیثدےء ر لهمامجال مشترك 

فإن المعادلتين معًا تمثلان معادلة لمنحنى واحد معبرًا عنه بالصورة البارامترية 


م تعلم 
للمنحنى المعطى على الصورة البارامترية س - د(ن) » ص - ر(ن) 


كل ے لقو ی لت دور ر لاس دء ردالتان قابلتان للاشتقاق بالنسبة ! 
يكون وى س ون وى س ون ون وہ سے 9 5 إلى ن. 


9 مثال 
© أوجد س : للمنحنيات الاتیة عند القيم المعطاة: 


42 


( س ددن + ٣ء‏ صے٦ان۲+‏ ۹ء ن ده © س - #جتا ؟6, ص - ؛ جا 269 2-2-6 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


الاشتقاق الضمنی والبارامتری 


0٦ 
الحل‎ © 
و ۲ وص‎ 22 
i ٩ + "ن۱٦‎ = الا من د ون + م گر چو‎ 
١ و 8 ون ف یَ ون‎ 
دص وص ون ٢ن ا‎ 
۳۲ = ت‎ 5 5 
7 0 وس ون وس 0 ويكون‎ 
0ا٦‎ - =۲ × 0 س- ۲ا8۲ كك عميز ديا‎ © 
ء0‎ 
0٣انچ‎ 1١ = ۲ × جا 0۲ حك ۽ × جتا؟6‎ ٤= ص‎ 
0 


١١ _‏ حتا٣8‏ _ -؟جتا*6 


ىس و0 ودس - > جا 06۲ ح0۲ 


-؟ حنا 217 
: 2 5 
عند 6 ۔ 77 فان ے سے ۔۔ س8 تس سے ل ٣‏ × ۱ م١‏ ۳ 
٤‏ وس حا 7 27 
.و 


ق حاول أن تحل 
یی 5ڈ “نم للمنحنیات الآتية عند القيم المعطاة 
0 يات الاتہ : 
9 سد (ن + )(ن-۲) > صء2(ن+06(ن-0) ع ندل 
(#) س۔ق'۵-۔۱ء ص۔ءطا9ء 0 اک (ج)س-لا؟ن-5 »> ص -لاون+25 ن۔٢‏ 
تفکیرناقح أوجد قيمة البارامتر ع التى يكون عندها للمنحنی 
اديه ا ينا بك ہا 2 ض بالاع! + ع اع مماس أفقى وآخر رأسى. 
لق مثال 
© أوجد مشتقة ٤(‏ س" - ۹س" + )٢٥‏ بالنسبة إلى (٣س٢‏ + ۷) 
© الحل 
بوضع ص = ٤س"‏ - ۹س + 5, ع = "س5 + ۷ فتکون ص = د(س)ء ع = ر(س) 


الدالتان دء ر قابلتان للاشتقاق بالنسبة إلى س باعتبار س بارامتر لكل من المتغيرين ص » ع 
.. من الاشتقاق البارامترى نجد أن: 


2 1 2 1 ند نے = ٢س‏ "ا أى أن ہہ [٤س'۔‏ هس" +ه] - لاس" 
أل حاول أن تحل 
ره باستخدام الاشتقاق البارامترى أوجد: 

(أ) مشتقة س"+١‏ بالنسبة إلى ۷١س٢-١‏ 

با مشتقة 81+س" بالنسبة إلى ل عند س ١‏ 

ا مشتقة س - جا س بالنسبة إلى ١‏ - جتا س عند س - 2 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


الاشتقاق وتطبيقاته 


08 تمارين ادس( - )١‏ ہا 


أولا: أخترالإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


0 إذا كانت س + ص" ١-‏ فان سک يساوى: 


١ © 0‏ @ س (© _ص 
وت اپ گا EE‏ سیا بت 
سے ص سس 
0 إذا كانت س"+ ص۲ س ص فان شک يساوى: 
گا ١‏ (©) صفر (ج) ١‏ (ھ) ۲ 
وص 
(۴) إذا کات ص'۔ ۷ا من اه فإن س يساوى 
"٣ 6‏ (© ما س © مھ 9 
| اس 0 ص اص 
(ك) إذا کان س-؟ن ,5+5‏ صء(٢٦ء‏ ن-١‏ فان كك يساوى: 
س 
(إ) 5 (ب) ٣‏ (ج 6 
ل" ير ۲ 0 
ڑکا غيل ساس للعتسی س ص۷۳ عد النقطة ۴ء )) بساوف: 
6 8 © 0 7 چم 7 6 7 
ل ٣-‏ 9 - ۔- رک ا ۔ 
ثانبًا:أ وص كل مما یات . 
هو و ي يالى : 
وك ۰ 
(3) س'- وص" +7 - . (0) س۲+۶-ص؛ - ۲ -. (۸) س'- ٢س‏ ص ٥‏ - ص" 
(8) س +٦س‏ ص - ٤‏ ص +۲ ت 3 ا 9 س ص + جا ص = ه 
9 س جاص + ص جتاس = ٠‏ 9 س قتا ص = ص ظتا س 9 س" جا ص - ص" جا س = ۹ 


1 ۳ 
9 جا؟ س جتا ٢‏ ص - + 
ثالثا: أوجد > للمنحنيات الآتية عند القيم المعطاة: 
وس 
زاس ا1ء عن کان Gm‏ جیا 
١ 5‏ 
69 س = جا ؟ 07ء ص = جتا ٢‏ 0767ء 0= 7 
١ ۲٢ -‏ س : _ "76 
(۸) س ٥+قا"‏ ۲ 0.» ص -١-ظاء6‏ 2-06 
® أوجد ميل المماس للمنحنی جتا ص = ٣س ٥+‏ عند النقطة (- ج 2) 
© أوجد مشتقة ت بالنسبة إلى ۲۷س ٠+‏ عند س-6 
پوت 
0( أوجد قیمة البارامتر ن التى عندها يكون للمنحئى س = ۲ن - ہن" +4 ن-۹ء ص - ۲ن" +ن -ه 


گا مماس رأسى. (©) مماس أفقى. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


r) ۳‏ 8 لكلنا 0ات2 


< إیجاد مشتقات ذات رتب أعلى 


چ فكرو ناقش _ 
إذا كانت ص = د(س) حيث ص کے س 3 وس" - ٢س‏ ب٣۳‏ أوجد مشتقة الدالة دء 
هل يمكنك تكرار عملية الاشتقاق بالنسبة إلى س ؟ لماذا؟ 

هل تتوقف عملية الاشتقاق؟ فسر إجابتك. 


م تفلم 


لدالة. 


المشتقات ذات اٹ رتب العليا (Higher - Order Derivative)‏ 
© إذا كانت ص - د(س) حيث د دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س فإن مشتقتھا 
الأولی )Pt derivative)‏ ھی ص = کک = 4۸ (س) تل دالڈ جديدة. 


| المصطلحات الأساسية 


ج ره Order‏ 
< مشتفة Derivative‏ 
© وإذا كانت المشتقة الأولى قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س فإن مشتقتها ى (ك) 
ر پات ٰ دس وس 
تسمی المشتقة الثانية( (Second Derivative‏ للدالة د وتمثل دالة اخری 
۲ 
0 و 
ويُرمز لها بالرمز ص4 = تح = 49 (س) 
عن 
2 بتكرار عملية الاشتقاق نحصل على المشتقة الثالثة (عء هنهم نزط)) للدالة د 


١ 
1 7 2 
بام وا‎ ۰ 


ودس 
تسمى المشتقات لدالة بدءًا من المشتقة الثانية بالمشتقات العلياء وتكتب المشتقة من 
الرتبةن كما پلی : ® الأدوات المستخدمة ( 
ام .ناض RE‏ 
0 ے بد - و (س) بجي ن عدد صحیح حب 
0 و سد ف 1 خن Scientific calculator‏ 
لاحظ ان 
۳ 
رك گا تراما این دالس ان 
9 
۱ 1 و 
۲- يوجد اختلاف بين بء ( ى )' فالأولى تدل على المشتقة الثانية للدالة 
و س س 


بينما الثانية تدل على مربع المشتقة الأولى. 
ف مثل 
(0 أوجد المشتقة الثانية لكل من: 
(1) ص = ۲س؛ + ٣س‏ - ه 2 ص - ١ ٣‏ 


(جاص = جا(۲س ٦۹(  )۲-‏ ص = ۴۷س ٣٣‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


٢ 
)٢۔ کے كت سينا ١ں مم 5 صن --1 جا( ؟س‎ 
١ (ج) ... ص = جا (٤س ۔٢)ء س3ع 6 و زاس وس‎ 


و ۳ ٢۲‏ 
کے ٣‏ 5 ص سے لو یں 
0 ہے ور شر مو سوج ۲ کس ۳۷۲س ۔-۔٢‏ 0 
١ ۲‏ ۹ ۲ 
7 ص و ۳ عل ٢‏ تا سے چ کت 
= إ(ے۔(٤س‏ ۔٢)٣]۔‏ ۳ 
وس" وس [7(؟س we‏ 
أآيل حاول أن تحل 
2 أوجد المشتقة الثالثة لكل من: 
لگا ص - س؛ - ۲س + ه (2) ع = (٢ن۔١)‏ 
2 / س 
© د(س) - جتا (۷ س + 2) .دا د(س) = 


س - ١‏ 
۲۰٢ 7 97‏ 
تفكيرناقد إذا كانت ص = جا اس استكشف نمط الاشتقاق المتتالیء أوجد ص ( ١‏ 


فق مار 


و "ص وص کے ۱ 
أنت ا : ۲ + ۱ = صفر 
(۲) إذا كانت ص" + ۲ س ص = ۸ ا سے 7 ا وس روس 

! ق الطرفين بالنسبة‎ ٦ 

([© :١ص‏ + ٢س‏ ص د۸ء باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س 

كص ف = 22٠‏ بالقسمة على ٢‏ 
+۴ + ١ص‏ = : 
ص دس وس 

2ن شتقاق الطرفين بالنسبة إ 

بن ‫ے وص دام باشتقاق الطرفین بالنسبة إلی س 


و ص نیو ہر ود کم 
ويكون (س + ص) 00 + )" = صفر 


و یں وس 
آ2 
- مرو ۲ ۲ آڑے أنه ٠‏ و ص یپ اہ 5 
© © إذا كانث س + ص ٩=‏ اثنت ن:٠:‏ ص 256 سے 
۲ 
کے کے و گے ٢‏ 
(ب) إذا كانت ص = طا س البت ان : = ۲ ص (۱+ص') 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


المشتقات العلیا للدالة 


ا 
معاد لات بارامترية 
دق مثال 
۲ 
© إذا کانٹ س٢٣‏ - ہ ء صان + ١‏ آوچ * ل عندق = 
وس 
© الحل 
باشتقاق كل من س ء ص بالنسبة للبارامتر ن 
نووا“ . ا 
ون ون 
رو _ ا ي ون 
و س ون و س 
۲ز 
کل = ¢ ن عد 
اس أن 
۳ 
5 وو 8 1 ون 
ویک کے ل 
E 7 ۱ - = ۱ xX ٢ -‏ 
نا ان ۳ ن' 
۲ 
۳ھ ۶ھ" بك = 
وس 
الا حاول أن تحل 


(۴) إذا كانت س = ع" ۔۲عء ص دع" 
وص و ص 

وس وس؟ 
کے : نات ونين ال كا المقابل ت اا لمنحنیات الدوال د(س)ء 


4(س)ء ۵> (س) حيث د(س) كثيرة حدود حدد منحنى کل دالة. 


عند ع = ٢‏ 


جع نشاط 

باستخدام البرنامج الرسومی 5هوم»و أو أى برنامج آخر ارسم الدوال التالية ومشتقاتها الأولى والثانية وسجل 
ملاحظاتك. 

ا e‏ (#) س(س) - 2 س +ع 


تتوافق ملاحظاتك مع قرارك في بند ته تفكير ناقد؟ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعاععى 


الاشتقاق ود تطبيقاته 5 
تچ تمارينا-) ‏ 882 
و 


أوجد المشتقة الثالثة لكلا مما يأتى: 


٢س‏ 
° - ٤س ٣+‏ ل 
00 (ك) ص = جتا (2 - ٣س)‏ 
عبج لاس :ا 
() ص = جا( ہت 
( ص = جا س جتاس ۷ 
۱ مو 2 
ياتى : 0 ۱ 
6 0 - ٢س‏ ص ہت اص ہے ۹" جس 
o‏ ا كان جس ا وات ا٭س ۱ < 
ایت زی ٢‏ 2 کے ع ے 
٤ -" +‏ اثبت ان: 
(۸) إذا كانس" + ص صفر 


۱ و د لل ين و د 
تا(٢س )١+‏ اثبت ان: 
() إذا کان ص = ۳ س صن 


و س 
نت 1 كط يد لقع ان یں 
انت ن: س - ا 
: > جاس جتاس 6 ا 
ذا کان س ص = جا س ج 
0 إذ ل س وى TT‏ 
31 أنث: 

9 إذا کان ص = س جا س اثبت آن: س ہی کت" سا 
۱ یت أن مر 5 ص + ( 2 ٣)‏ = ص" ( ٣ص‏ - 
ذا کان ص - قاس البت ان: ص 0 ِ 

- ۲ے عند س - ٢‏ 

ege‏ تت ةا أو ہج 
: نے سے س - 5ع 

ا 7 و اص عندن ٤=‏ 

کا ؟ن"-اء ص دن" +۲ أوجد: وس 
: 9 = آل - بے 

٤ 0 0‏ وص عبداع ج2 

١+‏ اع ١‏ ایج 

ہت سس - ا | 
۱ ۲ ا کک ےب 

ظا اثبت ان: بر 
59 إذا کان س = قا ع ١١ص‏ = ظاع 


کتاب الرناضات النحتة -التفاضل رالتقاعل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


5 ا مسنعاتاائدوان 2۱ واللوعا نميه 


5 تعريف کے تح 

مب 5 مشتقات الدوال الأسية. 
يعرف العدد ھ من العلاقة : ھک حت د مشتقات الدوال اللوغارتمية. 

١‏ ۱ ۱ ا ا 
ه ١‏ 2042 تو £ n‏ 7۲ کک" 
5 المشتقات العليا للدوال الأسية 

٤ TEE 90‏ تد واللوغارتمية. 
کنا ا9ے ے > اکھت 
الدالة الأسية ذات الأساس الطبیعی Natural Exponential Function‏ 


0 د(س) = مس > س 3ع 


® المصطلحات الأساسية) 


ت مد Derivative‏ 


Chain Rule فاعدةاسلسلة‎ > 


< المشتقةالار لٰی First Derivative‏ 
ڈ ‏ الاشتقاق اللوغاریتمی 


Logarithmic Differentiation 


3 6 الأدوات المستخدمة ) 


200 ¢ 


لاحظ أن 
)١‏ مجال الدالة د حيث د(س) = هت هو ع ومداها ] [٠۰‏ 
؟) منحنی الدالة يمر بالنقطة »٠(‏ ١)ء‏ (۱ء ه) 
۳) د(س) = هت دالة احادية (One - to - One)‏ 
تقبل وجود دالة عكسية تعرف بدالة اللوغاریتم الطبيعى 
ئ( نستخدم الرمز 60 ٠×‏ عند رسم الدالة باستخدام أى برنامج رسومی 


٥‏ ع کت س“ 
ہے 


لك 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الكتعناء انتعلیفی 


Natural Logarithm Function دالة اللوغاريتم الطبيعى‎ 


لاحظ أن: 
)١‏ مجال الدالة د حيث د(س) = لوس هو ع" ومداها ع 
؟) منحنى الدالة يمر بالنقط (١ء )٠‏ ء (ه» )١‏ 
۳) هى دالة عکسیة للدالة ص = هاس 
ئ( يستخدم الرمز 00٥ا‏ لرسم الدالة باستخدام أى برنامج رسومی 
للحاسب الالی۔ 
6 لإيجاد قيمة لو ٠١‏ مثلا اضغط على المفاتيح التالية: 
1 © 00 0 9© + بدا سم م 


نجد أن لو ۲,۲۰۲۰۸٥۰۹۳ = ٠١‏ لأقرب ۹ أرقام عشرية. کرس 
بعض خواص اللوغاريتم الطبیعی نس سز الد 002 
اللوغاريتم الطبيعى له نفس خواص اللوغاریتمات السابق دراستها. 2 | کے ْ 
٤‏ ۱ رق الك 1 
إذا كانس دع٭ء صدعء |3 ع*۔ (ا) فإن: ۔ووو SS‏ 
۱ چ ١‏ م ۾ ' 
)١‏ الصورة لوس = ص تكافىء الصورة ھ٣‏ س ڑے ا 
۲( ه همه اس ۳( لوھ - ١‏ 3 ا 
3 لو س ےہ الأساس ---ج--! 
5) لوا = صفر ( و (خاصية تغیبر الأساس) 
3 ۱ 
لکل سء ص3ع'ء ندع 
٦‏ لوس ص = لوس + لوص ۷( وا 
۸ لو سك - ن لو س )٩‏ لو س × لواه - ١‏ 
هم ھ ھ س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


مشتقة الدالة الأسية ذات الأساس الطبیعی 


Derivative of Natural Exponential Function 


E ٦ 


9 0 + م 
بالأفشاق ادل س 
۲ 
وو ۸6١‏ اس ٣س‏ 
ج ڪڪ HI‏ وی + 0660 
۲ 
س سن س 
۶ ل HT‏ عد 00ب 
س 
> 


مثا 5 ع ع 
ي لال مشتقة الدالة الأسية ذات الأساس الطبيعى 
© أوجد المشتقة الأولى لكل من: 


سن 
۳ س N‏ س TER‏ ٢ھ‏ 
١١ا‏ ص۔س۲+٤ھ'‏ اناا ص = سه ےو E‏ 
© الحل 
ھا .ص - س + ٣ھ“‏ :ا ٹاہ باس + ارك (ها”) - اس ٣٣ھ‏ 
(ب) .ص = س" 0 ل ات و کل جن (س؟) 
وس و وس 
= س ھ +٣س'ھ‏ ”دس هھ (س +,۴) 
© مك و ص نہ سے سی ا جح رت ٣س‏ هات 
= ئس (س 70١+‏ 7 
ق حاول أن تحل 
مسي اکل هيا يأ 
9 ے س 
© ص - ٢ھ‏ ”+ تااس © ص - ها جاس © صء جح 
وه 
تفكيرناقح ما العلاقة بين ميل المماس للمنحنى ص = هت عند أى نقطة عليه والإحداثى الصادى لهذه النقطة؟ 


فسر إجابتك 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الكتعناء التعليقى 


قاعدة السلسلة 


في مثل 


© أوجد المشتقة الأولى لكل من: 


© ص ديراس'+ه (با) ص - ممرقاس © ص - ( ٣أ‏ ے۴٣س)'‏ 
© الحل 
® ۴ص - ٣س‏ + بع لقي يزان سک جس ابو وات 5 
وس كاسن 
© ص ۔ یقاس ع گے لاس ور يلب قاس ک رتا قاين طاس 
وس وس 
(ج) ص = (ھ اس ۔ھ ۷)۳ کا = و(هماس ‏ ھ ٤)‏ [ ۳ھ س + ٢ھ ]۳۳٣‏ 
س 
انل حاول أن تحل 
0 أوجد کے لکل مما يأتى 
س 
(1) ص - ٢س‏ + هاس با ص - ل هس" رجا ص = (م'س + م 'س)" 
هك — 
م تعلم 
مشتقة الدالة الأسية للأساس أ Derivative of Exponential Function to the Base a‏ 
Ml‏ 
ع أ أ | 
لاحظ ان ہی (من خواص اللوغاريتمات) واد و ا ٤‏ الوه 


ہہ 


لم كك _ 4 277 
وبوجه عام فإن: و () ۔ ١‏ لو | 3 


مثا ١‏ 
2 ميال مشتقه الدالة الأسية 


2 14 3 
(5) أوجد سک لکل مما يأتى: 


0 ۲ / حا 06 
0 ص = ہ٥‏ عربت © ص ۔ ‏ (٤س'-:س+٢)‏ © ص اسن رن 


شتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


سے 
(ب) پک ص س۲ - ٥س‏ + ۲ و دص کے (٦س‏ 5 x (o‏ م(٣س؟‏ - ەس xX )٢+‏ لو 
و س 
- جا جا خا 
@ ۰ ص د ی اہ إن لت ده ا ل(" + (یں) کي 2 
و س و س دس 
جا خا 
هھ چ و د "ا 
5 ا 
ےھ 77[لو ۲ + جتاس] 
انل حاول أن تحل 
© أوجد کک لکل مما يأتى: 
سن 
() ص ۔ ەس +؟س © ص - م قا'س ا۔٣‏ وس'-ه 


م تعلم 


Derivative of Natural Logarithm Function مشتقة دالة اللوغاريتم الطبیعی‎ 


لاحظ أن الدالة اللوغار يتمية هى دالة عكسية للدالة الأسية 


بإشتقاق طرفی العلاقة )١(‏ بالنسبة إلى س کک ر0 
سس 
5 وص ١‏ ع اع و ١‏ 
١ 5‏ 1 ۲ نس أن: ہا کے 1 نے دجت 
جا a‏ ےت ورا وہ 


تق ميال مشتقة دالة اللوغاریتم الطبیعی 


وس کے 2 کر 
(1) ص - ”اس + لو س ) ص = (۲ س٣ )٣-‏ لو س e‏ 
س 
© الحل 
î‏ ىدص و ۱ 
(لا۔١ص!ص۔٣٠‏ کچ ا ے ۳+ ےہ ۳+ 
© من + اس + الى من ہک وش جب جت ہا 
2ے وڈ 


٠. 9‏ ص = (٢س*‏ -۴) لو س == (۷س*۔۴) و در" 0 


للا حاول أن تحل 
1 و 1 
© أوجد کک لكل مما بأتى: 


الله ض - ه - ۴ لو س ا ص د س لو س © ص ع ے 


١‏ - الو س 


تفكيينلقة ما العلاقة بين ميل المماس للمنحۂ ص = لو س عند أى نقطة عليه والإحداثى السینی لنقطة المماس؟ 
فسر إجابتك. 


قاعدة السلسلة 


© إذا كانت س ٠<‏ فان: ‏ [لو (-س)] =“ ×-٠۔‏ ل 
یا ہے سس س 


ف 
14 7 فو فى 5 یہ“ ۰ 
AE er‏ حيث ع دالة قابلة للاشتقاق فى س. 


ف مثل 


٦ ۶ 7‏ 
۱ نت بان : 
(۵) أوجد --- لکل مما يأتى 


72 س 
(1) ص - لو (۲س+۹) (9) ص - س“ لو س" © لو س +۷۶ 
© الحل 
٠: 01‏ 7 سپ وص ۳ اس 
9 ×ص = لو (٣س‏ یو پوت اس" +8 ٠‏ (۷س 8-0-٦‏ 
(ب) ... ع ۴ . كص  _‏ ۽ ك ۳ کے 3 
ر .ص = س“ لو سا ...22 - س (لوس ) + لو اس" ل (س*) 
= س؟ × 9 × لاس" + لو اس" × ٤‏ س" 
سل هك 
= این + ٤س؟‏ لو س حاس؟ [© + ٤‏ لو س؟] 
© 1 ۱ ف آ۔ س٢۷‏ (س +۷) (۲س) سا س ۱٤+‏ 
وس س ۷+۲ س (س +۷) س (س +۷) 
[ حاول أن تحل 
ارس لكل سا نا 
6 1 س 
(1) ص = لو (اس - 508 (#) ص - 8س" لو س" وی 15 


مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


سی 
لوج ےس سے 
م تفلم __ 
مشتقه الدالة اللوغاريتمية للأساس أ Derivative of Logarithmic Function to the Base a‏ 


ویکون ےہ (لوس) = 


لے الى ذا كت ١‏ 


مشتقه الدالة اللوغارتيمية 


فی مثل 


2 14 3 
(5) وجد کے لكل مما يأتى: 


)ص = لوس (ج) ص = لو (۲س - ؟) (+) ص = لو (؟س - ۲)۳ 
ا ٥‏ 
© الحل 
E‏ وص ۱ ١ ١‏ 
° = 7 بس کے - س 
اف او س ئس س لو۴ سلو ٣‏ 
مم وص ۳ 
لص ۔ لو ؛س۔٣)‏ اب رگگاے  ٣‏ 
5 75 س- ؟) وس (٣س‏ -۔۲)لوہ 
> و ص هم × ٢‏ 3 
رما :.' ص = الو |٢س ٢٠-‏ ا سک کے سے ج 
E‏ دس * (كس رت ا 
أل حاول أن تحل 1 1 
)٥(‏ أوجد ميل المماس لكل من المنحنيات التالية عند قيم س المعطاة: 
(]) ص = لو دس + اس خالا @ ص - ٤‏ لو (٣س‏ + )١‏ ء س ١‏ 
۳ 
(جاص = لو (۲ س - ۶)۳ س - ١‏ 69 ص ۲ (لوس)' سد٣۲‏ 


9ه مثال 
© تطبيقات_هندسية: إذا كان أب مماس للمنحنى ص = لو س فى النقطة ج (۱ء ص) ويقطع محور 
السينات فی النقطة أء ومحور الصادات فى النقطة ب أوجد طول اب 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


© الحل معادلة المماس نقط التقاطع 


کے سے e‏ 
لإيجاد طول اب نتبع المخطط المقابل اب أءب 
ميل المماس عند أى نقطة: ہی باكر x‏ 4ے ا 
وس ص سن 

اب يس التق فى النقطة بك [١:ء:ص)‏ 

فان ص = لو ج = - لو٣‏ أى أن ج (١ء‏ - لو ٢)ء‏ وعندها 
32 - ١ء‏ وتكون معادلة المماس آب عند ج هی: 

عن 
ص + لو؟ = س - ١‏ 


٠.‏ أب يقطع محور السينات فى النقطة | سٹک 

ويقطع محور الصادات فى النقطة ب هب( -١-لو١)‏ 

ویکون (اب)" = ١(‏ + لو")" + +1١(‏ لو" 022 .. اب د ۴۷( + لو 
[ حاول أن تحل ١‏ 1 1 


(۷) إذا كان العمودى للمنحنى ص - لو ٢س‏ عند النقطة | (۱ء لو؟) يقطع محور السينات فى النقطة ب أوجد طول 
اب لأقرب ثلاثة أرقام عشرية. 1 

Logarithmic Differentiation الاشتفاق اللوغاريتمى‎ 

يمكن التعبير غن العلاقة بين المتغیرات بصورة لوغارتيمية بأخذ اللوغاريتم الطبيعى لطرفيها واستخدام خواص 


ف مثل 


ع 14 ع 
(۸) أوجد سک لكل مما يأتى: 


(1) ص = (س + ه)” (ب) ص = [ج١س]‏ ظاس 
© الحل 
@ .+ ص = (س' + م - بأخذ اللوغاريتم الطبيعى لطرفى العلاقة 


(o +‏ باشتقاق طرفى العلاقة بالنسبة إلى س 


53 5 3 
حك = لو (س” + ه) + جل × كس" بضرب الطرفين “اص = (س” + ٠)٥‏ 


ص ی س۲+ہ 
7 7 ۳ ۳ 
کے (س" +ه)” 207 + لو (س؟ ])٥+‏ 
وس س5 +ه مھ 
© > ص = [عا س اطاس يأخذ اللوغاريتم الطبيعى لطرفی العلاقة 
لو ص = طا س لو جا س باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


شتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


۳-۴ 
ا و مما + لہ حا ك (طا 
ےہ پر وج رو و روک جک 
حا ۱ 
حا لقره × بحا سن .ند لو اس ماقا" 
جتاس ‏ جاس 0 2 ل وم تس 0 
١ =‏ + قا'س لو جا س بضرب الطرفين × ص = [جا س ]طاس 
... كك = [جاس]طاس ١(‏ + قا'س لو جا س) 
ىدس 54 
ق حاول أن تحل 
(۸) أوجد کے لكل مما يأتى 
س 
(1) ص = س٣‏ (ب) ص = (جاس)س ا ے٢‏ ۔ مل × ب“ 


فی مثل 


© تحقیق علاقق إذا كانت ص - هت ,| حيث ١-‏ < س ١<‏ أثبت أن: (۱- س') ص س" ص 


© الحل 
د 
١‏ لوص = لوھ + + لو 2 


لوص = -س + ج [لو(١‏ + س) - لو ١(‏ - س)] 
بتفاضل طرفى العلاقة بالنسبة إلى س 


| - ١ |+ = المي‎ 


ص ١+س‏ ١-س‏ 

ديب 1 عد اذیا خ 

ص ۲ اس 

ص” 2 | ١+س"+١‏ 

ص ادش ادس" 

۲ ۶ 

ص سس ۲ ۲ 

دج سے سے ۹ئ = 

7 ا (۱- س') ص= س ' ص 
أليا حاول أن تحل 


٢ 


(ق) إذا كانت ص = اھ“ اثبت آن: س ص ص4۶ + 7ص ص - س ص = ٠‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعایمی 


5# تمارينا-سم $¥ 


اخترالإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
9© كانت و(س) د هات فان د (س) نساوی؛ 


(01 هس (ب) ٣ھ‏ ٣س‏ (ج) ۹ھ ٣س‏ (د) ۳ھ اس 
(ك) إذا كان د(س) = اه فإن 5 (؟) تساوى: 
0 -د() O‏ -.) 8 درہ) 
)(۴) منحنى الدالة د: د(س) = ۱ + لو (س - )٢‏ هو نفس منحنی الدالة س :ص (س) = لو س بالانتقال: 
ÛD)‏ ۲<۰( با( م (ج) ۲ء )١‏ (ھ) م 6 
() النسبة بين ميل مماس المنحنى ص = لو "ماس ٠+‏ وميل مماس المنحنى ص = لو ,اس ٠١‏ عند س =| كنسبة 
09 ےڈ (ب) ويم © ١١١‏ © لر :لوه 


أوجد المشتقة الأولى لکل من : 


(0) ص = ھاس (3) ص = ٢٢س O‏ 

(4) ص" = هءس"-" (9) ص = لو (۲س-۷) 2كا ص = لو ( س" +س) 
0 ص < لو سي ۷ ص = س" لوس 9 ص = لو (٤س‏ + )" 
9 ص د هنك 9( ص = قاھس 9 ص - اها" - اه لو مگ 
أوجد ميل المماس لكل من المنحنيات التالية عند القيم المعطاة: 

9 ص = ماس - ۲ ھس س = 

(9) ص = س' - "الو س اش ت٣‏ 


ا ي سر 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


شتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


أوجد كت لكل مما يأتى: 
وس 
€9 ص هات = ه" 9 سلو ص = ٩۸‏ 9 ص = س جاس 
همه ١‏ 
9 ص - هه 9 ص = هات ۴9 ص = ست 


00 ۲ U 
أوجد کگد , > كب لكل مما يأتى:‎ 
ئس كس‎ 


59 س - هاذ »> ص دن" 
9 س = 1لون » ص = ن" 


أجب عن كل ما يأتى: 


5 
9 إذا كانت ص = س' لو فأوجد چ عندس = ع 
کے س 


۱ +اعےء 
9 إذا كانت ص = ٠‏ يي الك ا زو ع اہو ای من د 


€2 أوجد قیم س التى يكون عندها مماس المنحنى ص = ۹س؟ - ۸ لوس موازيًا لمحور السينات. 


9 أوجد معادلة العمودى للمتحتی ص = ۳ھ“ عند نقطة واقعه عليه وإحداثيها السينى يساوى ١-‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


سے 


کے سے ہے 
vz‏ ا لمع لات الرا ینہ ان ہہ 
aa‏ و La‏ اي Related Time/Rot ١‏ | 


ت۹ سوسم | چ فكرو ناقش _ 


سير کت عند تعرض صفيحة دائرية لمصدر حرارى زمنًا قدره ماگ 
ال ۱ 
< طرق حل معادلات المعدلات 8 
07 - هل يتغير طول نصف قطرها (ی) بتغير الزمن (ن)؟ 
< نمذجةوحل مشکلات ریاضیة | -هل تتغير مساحة سطح الصفيحة (م) بتغير الزمن(ن)؟ 
وفيزيائية وحياتية - هل تتغير مساحة سطح الصفيحة (م) بتغير طول 
نصف قطرها (س) ؟ فسر إجابتك. 
9® المصطحات الأساسية) | لاحظ أن : 
ٹیہ »م | ١‏ -المتغيرين م » س كلاهما يتغير بتغير الزمن (دالة فی الزمن) وتربطهما العلاقة 
معدلات مر تبطة Related Fates‏ 3 = 7س" أى أن : م = د(س) 


۲ - اشتقاق طرفى العلاقة السابقة بالنسبة للزمن يؤدى إلى معادلة جديدة تربط بين 
المعدل الزمنى لتغير كل منهما وتعرف بمعادلة المعدلات المرتبطة 
حيث :ےگ حم (س) × کت 
دل 


4. 


۳ - المعدل الزمنى يكون 0 إذا 7 المتغیر يتزايد بتزايد الزمن» ویکون سالبًا 

9 الأدوات ١‏ لمستخدمة ) إذا كان المتغير يتناقص بتزايد الزمن. 
ج اله حاسيةغلية. 3 

و بد تپیر ا شفهي: أى المعدلات التالية يكون موحبّا؟ 
(تمدد - انكماش - اقتراب - تباعد - صب - تسرب - انصھار - ترا كم - تناقص - تزايد) 
9 مثال نفخ البالون 
(0) بالون كُرى عند ملئه بالغاز كان معدل الزيادة فى حجمه 7۸ سم”/ث عندما 

كان طول نصف القطر ٤‏ سم . أوجد فى هذه اللحظة: 


برامج رسومية للحاسب 


(أ) معدل زيادة طول نصف القطر. 
© معدل الزيادة فى المساحة السطحية. 
© الحل 


عرض أن حك اا عا سرت ضف لط رف1 وسات طم انان 


مدآ 
المعدل المطلوب 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


المعدلات الزمنية المرتبطة 


4-١ 
7س" باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن‎ ٤ = أاح‎ 

تر رر × ی٣‏ کا 00 ۷ک جم (١)‏ 

دل ون 


3 سے = 7۸ سم "رثء س = عسم بالتعويض فى المعادلة 


3 SS رید‎ - . 


(ب) م = 7٤‏ ی٢‏ باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
نود جا = 8 7س ب 0( 
ل 


Sa, 


و 
:تك دمج داع × = ٤‏ سم"/رث 


دن 
آي حاول أن تحل 
رم الحجم: مكعب يتمدد بالحرارة فيزداد طول حرفه بمعدل ٠,٠7‏ سم /دء وتزداد مساحة سطحه فى لحظة ما 
بمعدل ٠,۷۲‏ سم'/دہ أوجد طول حرف المكعب فى هذه اللحظة ومعدل الزيادة فى حجمه حينئذ. 


ہن ,رہ 
© معدا Ee E‏ ار فاری سم 
إلى أسفل الحائط بمعدل ١١‏ سم/ث عندما یکون الطرف السفلى للسلم على 
بعد ۷۰ سم من الحائط . أوجد: 
1) معدل انزلاق الطرف السفلی للسلم. 
9 معدل تغير قياس الزاوية بين السلم والأرض. 
© الحل 
أ) نفرض أن : ص المسافة بين الطرف العلوى للسلم والأرضء 
س المسافة بين الطرف السفلى للسلم والحائط الرأسى 


من نظرية فيثاغورث س" + ص" = (00)" كد 

باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 

ا ل ادي و کے وم 
و دل دل ان كن 

٭. الطرف العلوى ينزلق أسفل الحائط فإن ص تتناقص 

ر ل ل 5 

0 اسم /ث 


عند س - ۰ سم ومن المعادلة (۱) نجد أن: ص = ۲٤١‏ سم 
Sus‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكکیعیاء التعایمی 


١‏ نفرض أن : © قياس زاوية ميل السلم على الأرض 


جا0 - ہے باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى ن 
. و0 ١‏ ۶ وص و : ۱ 
ال 2 ۰ ےا ا . ہگ د -دءارث عندس = ۷۰ 
ین وو کن مج 220 ھ04( 
٠‏ پ 6 9ے »× . 05ای رۂ: 
Fer ig e:‏ يا ۵ 0 
أى إن قياس الزاوية يتناقص بمعدل + زاوية نصف قطريه /ث 
[ليا حاول أن تحل 


© حركقسلم: يرتكز سلم بطرفه الأسفل على أرض أفقية وطرفه الأعلى على حائط رأسى . إذا انزلق الطرف 
السفلی مبتعدًا عن الحائط بمعدل ٠؟سم/ث‏ » أوجد معدل انزلاق الطرف العلوى عندما يكون قياس الزاوية 
۱ کے I‏ 
بين السلم والارض تساوى ےم 
تفکیر۔ناقج انطلق صاروخ كتلته ١١‏ طنًا وكان ينفث الوقود بمعدل ثابت ٠‏ کجم/ث, ما كتلة الصاروخ بعد 
٠‏ ثانية من لحظة إطلاقه؟ 


ملاحظة مهمة: إذا كانت س القيمة الابتدائیة للمتغير س ( عند ن - | اله معدل تغير س بالنسبة للزمن ثابت» 


2٦ i 00077‏ : 
س قيمة المتغير بعد زمن ن |فإن : س = س + کت 


دن 
فى بند تفكير ناقد السابق استخدم العلاقة ‏ ك = ك, + 0 × ن لتتحقق من صحة إجابتك. 
9 مثال المساحة 


(۴) مثلث قائم الزاوية طولا ضلعی القائمة ؟٠١سم‏ ء 7سمء فإذا كان طول الضلع الأول يتزايد بمعدل ٢‏ سم /ث 
وكان طول الضلع الثانى يتناقص بمعدل ١‏ سم/ث. | 
® أوجد معدل تغير مساحة المثلث بعد ٢‏ ث 


2 
08 


() متى يصبح هذا المثلث مثلنًا متساوى الساقين؟ 


ص = ٦‏ سم 
© الحل 
® انفرض أن سء ص طولا رلغى القاكدة بعد زمن قدره ق ایت کت ۔ ۔١سماٹ‏ 

5 س۱۲ + ۲ن > ص = 15 دن ج ب 
م = چ س × ص = + (۱۲ + ۲ ن) (17 - ن) سرد اہی کے و رع 

۲ 1 ون سم 
۰ (5 + ن) (17 - ن) باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
تع = (3 + ن) ×۔١+‏ (17 - ن) = ٠١‏ - ۲ن سم'/ٹ 
عندن - ٢ث‏ .. معدل تغير مساحة المثلث = ٠١‏ - ۲(۲) = 7 سم'/رث 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنودناء التعاععى 


0تاس ے ص یرکون ۷+ نك ود عن نؤاٹ 
أى أن بعد م ث يصبح المثلث القائم مثلقًا متساوى الساقين 

لت حاول أن تحل 

© الحجع: جسم معدنى على شكل متوازى مستطيلات» قاعدته مربعة الشكلء طول ضلعھا يتزايد بمعدل اسم /د 
وارتفاعه يتناقص بمعدل ۲سم/د . أوجد معدل تزايد حجمه عندما يكون طول ضلع قاعدته هسم وارتفاعه 
"سم بعد كم دقيقة يتوقف تغیر حجم متوازى المستطيلات عن الزيادة. 

ف مثال ول اضر 

(4) یسیر رجل طوله ۱,۸ متر فى خط مستقيم مقتربًا من قاعدة عمود إضاءة بمعدل ١,۲‏ مت ر /ث» فإذا كان ارتفاع 
مصباح عمود الإضاءة ٥, ٤‏ مترًا عن سطح الأرض أوجد: 


® معدل تغير طول ظل الرجل. 
ب معدل تغير بعد رأس الرجل عن المصباح عندما يكون الرجل على بعد ٤,۸‏ مترًا من عمود الإضاءة. 
@ الحل 


نمذجة المشکلة: فى الشكل المقابل تمثل اب عمود الإضاءة» النقطة 
أ المصباح وتمثل وه الرجلء والنقطة ج نهاية ظل الرجل فيكون: 


س - هاب بعد الرجل عن قاعدة عمود الإضاءة. 
ص - هاج طول ظل الرجل. 
ف = ای بعد رأس الرجل عن المصباح. 


AAA) 
س + ص‎ _ ٤ اب _ بجا‎ 


| وها ھج ۱۰۸ ص 

ویکون ٢‏ ص = س باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
ىدص وس ع كص 0 ١,5-‏ : 
یک دع ہے کم | کڪ = ار 7 1 
وو فتن وک سپ 0 


اتا فی ے آ وو القائم الزاویة فی (و) 
ف" = س" + ')۳,٦(‏ باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى ن 


۽ و ودس 5 
٢ف‏ ہے ۲س 7 عندس = ٤,۸‏ ف = ٦متر‏ 
EE‏ 8 و ا 
وف 3 وف 
٦‏ سے ے ٤,۸‏ ×۔٢را‏ أى .ے۲۰۰ ۹ءء مٹر/ٹ 
ون 7 ۱ ون راس 
ق حاول أن تحل 


© لنشلاعلتۓ ماسورة مياه طرفاها | » ب ء وطولها ٥‏ أمتارء تستند بطرفها | على أرض أفقية وبإحدى نقطها ىو 
على سور رأسى ارتفاعه " أمتار. فإذا انزلق الطرف | مبتعدًا عن السور بمعدل = متر/د أوجد معدل هبوط 
الطرف ب عندما تصل إلى حافة السور. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


9 مثال اگساحة 
© ضلعان فى مثلث يتزايد طول كل منهما بمعدل ۱, ٠سم/ث‏ » ويتزايد قياس الزاوية المحصورة بينهما بمعدل 
تار . بأى معدل تتغير مساحة المثلث عند اللحظة التى يكون فيها طول كل ضلع من أضلاع المثلث ٠سم.‏ 
@ الحل 
نمذجة المشكلة: نفرض أن عند لحظة زمنية ن يكون طول أحد 
ضلعی المثلث أ وطول الآخر بہ وقياس الزاو ية المحصورة بينهما 
ح e‏ 


3 /۸ 
ون ۲ دن ۲ 
.7 ُ۳ 
کے ان ےی 7 ET‏ 
ون ۲ ؟ 5 * 3 دن 
ص 
7 یت و جح ١‏ 
کڪ ف = ١‏ = س 
لکن یں ون إن 0 


وعندما يكون طول کل ضلع من أضلاع المثلث ١٠سم‏ يكون المثلث متساوى الأضلاع 
فإنزى(<ج) - 2. جتاج = + بالتعويض فی المعادلة )١(‏ 
5 


کک 
ون ۲ 


E 6 2 


1 ‫۰ 
Xx 
20 


أى مساحة المثلث تتزاید عند هذه اللحظة بمعدل ٥,۸٦٦‏ سم /ِث 


اتا حاول أن تحل 
© للمسلحق | ب ج مثلث قائم الزاوية فى ج . مساحته ثابتة وتساوى ٢٢سم‏ " إذا كان معدل تغير ب ب يساوى 
١سم/ث‏ فأوجد معدل تغير کل من 1 <89 (.<) عند اللحظة التى يكون فيها ب” يساوى ۸ سم. 


تفكيرناقد: إذا کان س (قياس زاو ية بالتقدیر الدائری) یتزاید بمعدل زمنى ثابتء فسر لماذا: 


@ بتزايد الظل بمعدل ۸ مراٹ قذر تزايد الحبب عند س - 4 
ا یتناقص جيب التمام بمعدل > مرة قدر تزايد الظل عند س - 4 


8 مثال الربط بالفيزياء 

(5) فى دائرة كهربية مغلقة» إذا كان ج فرق الجهد (فولت) ء ت شدة التيار (أمبیر)ء م المقاومة (أوم) وتزايد فرق 
الجهد بمعدل ١‏ فولت/ ث» وتناقص شدة التیار بمعدل ج أمبير/ث أوجد معدل تغير المقاومة فى اللحظة التى 
يكون فيها ج = ۱۲ قولت ء ت = ٢‏ أمبير. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


المعدلات الزمنية المرتبطة 


ا 
© الحل 
تعلم أن ج = ت × م باتتقاق الطرفين بالنسبة للزمن جا نعي 
تر RM‏ 
ون ون ون 
ودج _ ۳ 5 :7 5 ا 01 
در و رت = -ج أمبير //ث 
*.. عند ج = 17 قولتء ت = ٢‏ آمبیر فان :م = کت = كل = 1 أوم ل 
نا 
3 و ١‏ و ع8 5 
x=‏ 2 +و "شلك .. )ا = #أوم/رة 
ويكون 0 . 7 وم /ٹ 


أى إن معدل تغير المقاومة فى هذه اللحظة ۲ أوم /ث 
أليل حاول أن تحل 
9 فى المثال السابق احسب معدل تغير المقاومة إذا كان التيار يتزايد بمعدل ج أمبير / ث. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعلیمی 


08 تمارينالدرس(ا -ع) 88 


اخثرالإجارة الس هة من بين التجابات المعطاة: 
() إذا زاد طول نصف قطر دائرة بمعدل ۔ سم /ث فإن محيط الدائرة يزيد عند هذه اللحظة بمعدل: 
7 


EEN. 


۱ و٤٤‏ : 0 7 3 اج ١‏ 3 د 03 
۷0 ا زب سم/ث 98 ۸ سم /ث © ۸ سم /ث 
0 ينصهر مكعب من الثلج محتفظًا بشكله بمعدل اسم'/ث فإن معدل تغیر طول حرف المکعب عندما یکون 


3 ۳ 

حجمه ۸ سم هو : روید سم /ث 
0 3 رج ل (ج) _ ل 3 ١‏ 
ل 1١‏ کی ٦ ١‏ + 


(۴) جسم يتحرك على المنحنى ص" = س"» إذا كان ب = ب وحدة / ث عند ص - - ١‏ فإن "ب عند هذه 
ل ل 
اللحظة يساوى سا وحدة / ث 


ھا۔ ٣ © ٢‏ © ۲ © 
پت5 ت30 ۸ / 5 شا عم 


(ك) إذا کان ميل المماس للمنحنی ص = د(س) عند نقطة ما = + وكان الإحداثى السينى لهذه النقطة يتناقص بمعدل 


٣۳‏ وحدات / ث فان معدل تغير إحداثيها الصادى يساوى تسيب وحدة / ٹ 

0د ھ٢‏ @1 @ ' 

ج 000" 1 ٢‏ 
أجب عما یأتی 


(0) تتحرك نقطة على منحنى معادلته س٢‏ +ص٢-٤‏ س +۸ ص ٠-٦-‏ فإذا كان معدل تغیر إحداثیھا السيد 
بالنسبة للزمن عند النقطة (۳ء )١‏ يساوى ٤‏ وحدات / ث» أوجد معدل تغير إحداثيها الصادى بالنسبة للزمن ن. 

)٥(‏ سقط حجر فى بحيرة ساكنة فتولدت موجة دائرية يتزايد طول نصف قطرها بمعدل ٤سم/ث.‏ أوجد معدل 
تزايد مساحة سطح الموجة فی نهاية ٥‏ ثوان. 

0 صفيحة على شكل سداسی منتظم تنكمش بالبرودة » وج أن معدل تغير طول ضلعها ٠,۱‏ سم/ثء أوجد 
معدل التغير فى مساحة الصفيحة عندما يكون طول ضلعها ١٠سم.‏ 

0 كتلة معلومة من غاز درجة حرارتها ثابتةء انقص حجمها بمعدل ثابت قدره ؟سم”/ث. فإذا كان الضغط 
يتناسب عكسيا مع الحجم وأن الضغط يعادل ٠٠٠١‏ ث جم /سم' عندما يكون الحجم ٢٥۲سم"۔‏ أوجد معدل 
تغیر الضغط بالنسبة للزمن عندما يصبح حجم الغاز ١٠٠سم".‏ 

32 يتسرب غاز من بالون كرى بمعدل ۲۰سم"/ث أوجد معدل تغير طول نصف قطر البالون 
فى اللحظة التى يكون فيها طول نصف قطره ١٠سمء‏ ثم أوجد معدل تغير مساحة السطح 
الخارجى للبالون فى نفس اللحظة. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور فحقد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


المعدلات الزمنية المرتبطة ,ع 


(ك سلم طوله ه أمتار يرتكز بطرفه العلوى على حائط رأسى وبطرفه السفلی على أرض أفقية» إذا تحرك الطرف 
السفلی مبتعدًا عن الحائط بمعدل ٤‏ سم/د عندما يكون الطرف العلوى على ارتفاع ٤‏ أمتار من الأرض» أوجد 
معدل انزلاق الطرف العلوى للسلمء ثم أوجد معدل تغير قياس الزاوية بين السلم والآرض عند هذه اللحظة. 


9© يرتفع بالون رأسيًا لأعلى من نقطة | على سطح الأرض. وضع جھاز لتتبع حركة 
البالون عند نقطة ب فى نفس المستوى الأفقى للنقطة | وعلى بعد ٠٠١‏ متر منها عند 
لحظة ما رصد الجهاز زاوية ارتفاع البالون فوجدها ‏ وتتزايد بمعدل ۶۰,۱۲ / دء 
أوجد معدل ارتفاع البالون فى هذه اللحظة. كا 
242 يسير رجل طوله ۱۸۰ سم مبتعدًا عن قاعدة مصباح ارتفاعه ۲ أمتار بمعدل ۱,۲ م/ثء 
أوجد معدل تغير طول ظل الرجل. و إذا كان المستقيم المار بأعلى نقطة من رأس 
الرجل وقمة المصباح يميل على الأرض بزاوية قياسها 40 عندما يبعد الرجل عن . 
قاعدة المصباح بمسافة قدرها س مترًا فأثبت أن س ۲ 2 ظتا 0 ء ثم أوجد 
معدل تغير 0 عندما يبعد الرجل مسافة ۳,٦‏ متر عن قاعدة المصباح. 
69 مثلث متساوى الساقین طول قاعدته ۴۲۰ . إذا كان طول كل من ساقيه 
يتناقص بمعدل ؟ سم/ساعةء فأوجد معدل تناقص مساحة سطح المثلث عند اللحظة التى يكون فيها طول كل 
من الساقين مساويًا لطول القاعدة. 


©4 الربطبالصناعة: إذا كان الإنتاج اليومى لأحد المصانع خلال فترة زمنية ن (يومًا) يتعين بالعلاقة 
ص٤٠٥‏ (1-ه355) وحدة أوجد معدل التغير فى عدد الوحدات المنتجه بالنسبة للزمن فى الیوم العاشر. 


تطبيقات حاتي إذا كان إنتاج خلية نحل من العسل يُعطّى 
بالعلاقة: ص = (ن + )٠٠١‏ لو (ن +0) جرام بدلالة عدد الأيام 
ن. أوجد معدل تغير انتاج الخلية عند ن - ٥ء‏ ن١٥۱ء‏ ن كي 
هل يتزايد إنتاج الخلية من العسل أم يتناقص؟ 


9 | ب ج ٤‏ شبه منحرف فيه ىج // ابء إرتفاعه يساوي 
۲ سم» وج - ه سمء تتحرك النقطة م على الشعاع اب بسرعة 
۸سم /ث مبتدأ من النقطة ب. أوجد معدل تغير مساحة 
المثلث م ن ب في اللحظة التي يكون فيها م ب = اسم 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


كلت | سلود الدالة ودراسة المنحنيات 


از ل ل اک کت ےت - تناقص- ثبات) كما يمكن معرفة القيم 
العظمی والقيم الصغرى للدالة والتعرف على بعض خواص الدالةء كما تستطيع باستخدام البرامج الرسومية للحاسب 
الآلى رسم الدالة ودراسة سلوكها... إلا أن هذا ليس متاحًا دائماء لذلك ستعرف فى هذه الوحدة تقنيات أكبر لرسم منحنى 
الدالة من خلال حساب التفاضل باستخدام مشتقات الدالة (المشتقة الأولى والمشتقة الثانية) لتحديد فترات تزايد أو 
تناقص الدالةء وتعيين القيم العظمى والقيم الصغرى المرتبطة بقيم س (القيم العظمى والصغرى المحلية)» والقيم 
العظمى والصغرى المطلقة لدالة متصلة على فترة محددة [أ ء ب] واتجاه تحدب منحنى الدالة (لأعلى أو لأسفل) كما 
تدرس بعض التطبيقات لایجاد القيم العظمى والصغرى لتساعدك فى نمذجة وحل مشكلات رياضية وفیزیائیة وحياتية 


اخرى. 


RETIRE LC 

لاعس جد E‏ 
فى نهاية هذه الوحدة وبعد تنفيذ الأنشطة فيهاء من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 
7 يستخدم المشتقة الأولى لدراسة تزايد وتناقص الدالة القابلة ٢‏ يوجد العلاقة بين منحنى الدالة والمشتقة الأولى. 
للاشتقاق. 7 يدرس سلوك دالة من حيث اطراد والقيم العظمى والصغرى 
# يحدد القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة القابلة من خلال المشتقة الأولى. 
شتقاق يدرس منحنيات الدالة ومشتقاتها. 


رس مت ری سیر سم بس 


دراسة المنحنیات 


دم 
العم 
الدرس -٢(‏ ۴): 
یچ ھا تحت 


: القیم العظمى والصغرى ( القيم القصوى ) 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


ج ۳  |nereasing Function‏ 5 قيمة صغرى محلية LocalMinimum‏ < التحدب Convexity‏ 
2 دالة متناقصة Dereasing Functicn‏ 2023 قيمة عظمى محلية 07 < تحدب الاعالى Convex Upward‏ 
2 القيم العظمی والصغرى 0701/17170 ۸۸٥۷۲۷۷‏ - < قيمة قصوى محلية 0606 < تحدب لأسفل Convex Downward‏ 
د القیم القصوى 5٥‏ < قیمة قصوى مطلقة Extrema‏ uteا Absa‏ < نقطة انقلاب Inflection Point‏ 
2 نقطة حرجة Critical Point‏ 
٦‏ 1 ۱ 
5 آَله حاسبة علمية 


\I/ 


برامج رسومية للحاسب الآلى 


ir’ مر‎ 1 


o‏ پیک ۱ 7 لا یو مر 


17 
72 


٩®‏ سوف تتعلم 


3 استخدام المشتقة الأولى فى e‏ فکر 9 ناقش 


تحديد فترات تزاید أو تناقص 
7 توضح الأشكال المقابلة منحنيى الدالتين د › س 
< تطبیقات حیاتیة على فترات حیث 


تزايد وتناقص الدالة. 6ئ" 


ص (س) = س؟ - ٣س‏ 


© دہ فكراث 'تزايد او تناقضن الدالة د 
® المصطلحات الأساسية © أوجد مشتقة الدالة د وابحث إشارة د (س) لقيم س المختلفة التى تنتمى لفترة 


التزايد 
2 دالة متزايدة Increasing Function‏ 0 


2 دالة متناقصة Decreasing Function‏ ¢ إبحث إشارة ع (س) لقیم س المختلفة التى تنتمى لفترة التناقص 


كرر ما سبق من خطوات لتحدید إشارة 

مك (س) فى فترات التزايد وفترات 

التناقص للدالة مء ماذا تستنتج؟ وما نوع 

الزاویة التی یصنعھا مماس المنحنی عند 

قیم س المختلفة فی فترات التزاید مع ص(س) 
الاتجاه الموجب لمحور السينات؟ 


® الأدوات المستخدمة 4 2.۰۳۲۴ 


2 الة حاسبة علمية 
2 اختبار المشتقة الأولى للدوال المطردة 
First Derivative Test for Monotonic Functions‏ 
بحث اطراد دالة 
أوجد 4 (س) 


لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على الفترة ] | » ب [ : 
إبحث اشارة 4 (س) ‏ ۷ 9یپ ۷۰۰ 
7 فإن د متزايدة على الفترة ]| » ب [ 
۲۔ إذاا کان ۵ سی ) 2 ۰ لجمیع قيم س ۱]3ء ب [ 
فإن د متناقصة على الفترة ]ا۱ء ب [ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعایمی 


تزاید وتناقص الدوال ٦ئ‏ 


مثا 
لق مثال تحديد فترات التزايد والتناقص 
ا حدد فترات التزايد وفترات التناقص الدالة د حيث د (س) = س۴ - ٣س ٣+‏ 
@ الحل 

3 د(س) = س" - ٣س‏ + ۲ دالة 1 متصلة وقابلة للاشتقاق على ع 

ھت 4(س) = ۳س - ٣ = ٣‏ (س' - )١‏ 

وع ٰ و +؛+ ‏ كونب روكت اد ار 1 

یں د (س) تچ ٠‏ عندما س = ١ء‏ س = ١‏ 

نبحث إشارة 4(س) فى كل من هذه الفترات كما فی جدول التغيرات المقابل فنجد: 

د متزايدة علي الفترة | - 00 « -1[ 00 ١ ١‏ -00 


س 
ا © 1١‏ ب 3 5 ١‏ 5 0007 
لاحظ أن: 


(١‏ عند رسم منحنى الدالة د بأحد البرامج الرسومية (الشكل المقابل) 
نجد أن سلوك منحنى الدالة يطابق ما تم استنتاجه بجدول التغيرات. 
٢‏ المماس للمنحنى يصنع زاوية حادة مع الاتجاه الموجب لمحور 
السینات فى فترات التزايد وزاوية منفرجة مع الاتجاه الموجب 


٣‏ قیم س التی تفصل بین فترات التزايد والتناقص للدالة هى القيم التی تكون عندھا المشتقة الأولى للدالة تساوى 
صفرًا أو غير موجودة 
آنل حاول أن تحل 
02 حدد فترات التزايد وفترات التناقص لکل مما يأتى: 
(أ) د(س)- س" - وس" + ١١س‏ (#*) ے(س) - - 
س 


ني مثال دوال مثلثیة 


حدد فت ات الت ابد وفت ات التناقص للدالة د حصث د 3 عد ات + ×رس ج77۲ 
فترا يد وفترا فص . سن > سن جا س سن 


@ الحل 
د متصلة وقابلة للاشتقاق على ] ۰ 77٤ 2 ] 2Y‏ 7۲ کے س 
.. 4(س) = ۱+ ۲ جتاس ٢‏ ا 
اقا( ا وھد سی إشارة 4(س) 
بحث إشارة 4(س 
كد 
.--292.2 د٠‏ 
س 5 ] 7256 1[ ... س - ےگ أو س ۔ 25 
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موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


71 5000 7 70۲ 
عند ے ا 4 = ١‏ _>ٴ کے ایل . 
س ١‏ د (س) د تزايدية على ] 5 


3 
1 3 او کے 70۲ 7٤‏ 
غدد س = 77 کرس اے 9ل .٠.‏ د متناقصة على | ۳ , 24 
عند س - ٣‏ ا ٠‏ د تزایدیة على ] +7 12۴[ 

اڑا حاول أن تحل 


7 حدد فترات التزايد وفثرات التناقض للدالة ذحیث د(س) = من - جتا س ء + < س < 77٢‏ 


(1) عين فترات التزايد وفترات التناقص للدالة د 
(ب) أوجد مجموعة حل المتباينة 4(س) > ٠‏ 
ف مال 


ا خند فترات تزابد ورات تناقض الد ال س یف سس ) > الو سس 


© الحل 
ىس (س) قابلة للاشتقاق لكل س 3ع٭ 2 
۲ اد ڪڪ 
/(س) = ۔٢س‏ = ا تک 
س س 7 
بحث إشارة ے/(س) 
عندماہ> (س) سے ٭ و س = ١‏ أوس 2 21م 
عند س < ١‏ .. /(س) > ٠‏ وتكون ص تزايدية علی] ٠ء [١‏ 
دس ١>‏ .. مك (س) < ٠‏ وتكون ص تناقصية على ] ۱ء >[ 
اتل حاول أن تحل 


0 حدد فترات تزايد وفترات تناقص الدالة دحيث د (س) = س۔دھتء وباستخدام برنامج GeoGebra‏ ارسم 


منحنی الدالة د وتحقق من إجابتك. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


e ۱787187 
2 | - ٢ تمارین‎ 2 


حدد فترات تزايد وفترات تناقص الدالة د فى كل مما يأتى: 


ارہ (س) د س٤س‏ (0) د (س) = (س-_م)" (۴) د (س) = س"- 7س" +ه 
(ك) د (س) = وس - س" () د (س) = س٤‏ +٤س‏ 62 د (س) = 0.7 
© (س) - 1ل © د(س) ے س (6) د (س) ۔ سا 

س س س 
() د (س) = س + لو س 90 د (س) = ۳- لو س' 9 د (س) = ۲-١‏ ماس 


9 لیت أن ادا د سے س د ظا س سس متزايدة على الفترة] 2.٠‏ [ 
69 حدد فترات الترايد.وفترات التناقض للدالة د يث د(س) د ١‏ جاس >-< س < 77۴ 


(8) إذا كانت دء س دالتين قابلتين للاشتقاق ء /(س) < مس (س) لكل س دع ء فآثبت أن الدالة ع حيث 
اع (س) = د (س) - م(س) متناقصة لكل س 3 ع. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


EEE 23 


مفهوم النقطة الحرجة. 
مفهوم القيم العظمى والصغرى 
المحلية لدالة. 
< اختبار المشتقة الأولى للقيم 
العظمى والصغرى المحلية. 
<: إيجاد القیم القصوى لدالة على 
فترة مغلقة. 


® المصطلحات الأساسية 


< نقطة حرجة 


ک2 1 


Relative Maximum 


2 قيمة صغرى محلية 


Relative Minimum 


5 قیم قصوى مطلقة Absalute Extrema‏ 


موقع الدکٹور محمد رزق معلم الكنقياء انتعلیقی 


Critical point 


۾ فكرو ناقش _ 
یوضح الشكل المقابل منحنى الدالة د المتصلة على [اء ب ] 
١‏ > حدد فترات تزايد وتناقص الدالة د 


٢‏ عند س = حم ما قيمة 4 (ج,)؟ صف 
تغير د على الفترة ] 1 »ء جم [ هل 
د (جم) أكبر قیم د فى هذه الفترة؛ 

8 ۴ عند س = جم ما قیمة(جم)؟ صف‎ ٣ 

7 ا ب جم ج 

تغیر دغل ال سج بء هل ہ_ جب جم اد 
د (جم) أصغر قيم د فى هذه الفترة؛ 

>٤‏ هل يمكن إيجاد قيمة 4 (جم)؟ فسر إجابتك. 
صف تغير د على الفترة ] جب ب [ هل د (جم) أ كبر قيم د فى هذه الفترة؛ 


ص - د(س)) 


النقطة الحرجة Critical Point‏ 
سات اسه ا DD‏ 
إذا كانت ج 3] أ» ب [ء 4 (ج) = ٠‏ أو (ج) غير معرفة أو 


فى الشكل السابق نستنتج أن: 

توجد نقط حرجة عند س = جم س = جم لن ٥(جم)‏ = (جم) = ٠‏ ويطلق 
عليها أحيانا نقطة التوقف :دادم /0دده:ه, كما توجد نقطة أخرى حرجة عند 
س = جم لن د متصلة عند س = جم وغير قابلة للاشتقاق (المشتقة اليمنى < 


المشتقة الیسری). 


القيم العظمى والقيم الصغرى المحلية 

Local Maximum and Local Minimum 
إذا كانت د دالة متصلة» مجالها ف ء ج 3 ف فإنه يوجد للدالة د:‎ 
قيمة عظمى محلية عند س = ج إذا وجدت فترة مفتوحة ] | .ب [< ف‎ 
[ تحوى ج بحيث يكون د(س)< د (ح) لکل س د] »ب‎ 
قيمة صغرى محلية عند س = ح إذا وجدت فترة مفتوحة ]۱ء ب [2 ف‎ 
[ تحوى ج بحيث يكون د (س) > د (ح) لکل س ۱]3ء ب‎ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


القيم العظمى والصغری (القيم القصوى) ۲-٢‏ 


لاحظ أن : 
فى بند فكر وناقش: توجد قيم عظمى محلية عند س = جس = جمء بينما توجد قيمة صغرى محلية 
چان ہو 


اختبار المشتقة الأولى للقيم العظمى والصغرى المحلية 

First Derivative Test for relative maximum and relative minimum 
__ م تفلم‎ 
إذا كانت (تدء د( )) نقطة حرجة الدالة + المعصلة عند سه ووحدت ثثرة متب حة حول ج بحیث:‎ 
عندماس > جاء فإن د (ج) قيمة عظمى محلية‎ ٠۰< (س) >۰ عندماس < ج» د(س)‎ ٥ ١ 
عندماس > جء فإن د (ج) قيمة صغری محلية‎ ٠> عندماس < ج» د(س)‎ ۰< )س(٥‎ ٢ 


۳۔ إذا لم يحدث تغير فى إشارة ٥(س)‏ على جانبى ج » فإنه لا يوجد للدالة د فقط عظمى أو صغرى محلية عند ج 


إذا كانت د دالة متصلة على ]| » ب [ وكانت للدالة د قيمة عظمی أو صغرى محلية عند ج ۱]3ء ب[ 


اختبارالمشتقة الأولى 


9 مال 
)١(‏ إذا کان د (س) = س" + #س" - ۹س - ۷ أوجد القيم العظمی أو الصغرى المحلية للدالة د 
© الحل 

۰ (س) = ٣س"‏ + ٦س‏ - ٩‏ 
٣(س'‏ + ۲س -؟) = # (س+۳) (س-١)‏ | 
عندما د(س) = ٠‏ .. س = -۳ أوواس - ١‏ 
لدينا نقطتان حرجتان (-٠ء‏ د (-٣))ء‏ (١ء‏ د ))١(‏ 
أى النقطتان : (-۳ء ٢٠)ء‏ 3ق -؟1) 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


)٢‏ اختبار المشتقة الأولى عند كل نقطة حرجة ويوضحه 
جدول التغیرات المقابل 


بت 
غير إشارة 5 (س) من موجبة آ١‏ 
(قبلس ح ال سالبة يعس = 


٣- = فى جوار س‎ ٣ 


إشارة 4(س) 


سلوك د (س) 


e‏ اظ معلة 
وفى جوار س = ١‏ تتغير إشارة 4 (س) من سالبة (قبل س = )١‏ إلى موجبة (بعد س = )١‏ 
پ )كد اى مخلة 

اق حاول أن تحل 


02 إذا كان د (س) = لس" - ۹س +لاء أوجد القیم العظمی والصغرى المحلية للدالة د 


د مثل 


المشتقة الأولى غبر موجودة 


)٥- س٢( أوجد القیم العظمى والصغرى المحلية للدالة د إذا كان د (س) = س5‎ )٢( 


©> الحل 
الدالة د مجالها ع ومتصلة لكل س 3 ع 


(١‏ تحديد النقط الحرجة: 


۲ ١ 
ٍ + 
(س) = + س” (؟س - 0) + اس"‎ 


[٣۴ _‏ س۴۵۸۰ ٣سآ‏ الس ) تيك مر عد 
ا ع حيتت 
ا 
٠.‏ د متصلة عند س = 2٠‏ (.) غير موجودة 


.. توجد نقطة حرجة ھی (۰ء د (0)) أى (20. )٠‏ 
عندما د (س) = . .. س = ١‏ ويوجد عندئذ نقطة حرجة 


ھی (١ء‏ د(١))‏ أى (1»-؟) كما يوضحها الشكل المقابل . 


؟) اختبار المشتقة الأولى عند كل نقطة حرجة يوضحه |6 2 ١‏ 0 
جدول تغيرات الدالة المقابل. 0 0 


۳ عندس ٠-‏ لسن ق على مخلية 2 + 
عند س - ١‏ توجد قيمة صغرى محلية = -؟ 
لات حاول أن تحل 


0 ایت أن الہ حبك د (س) = اس قبمة صغرى مخلية. 


تفكيرناقد: هل للدالة د حيث د (س) = سص + ٣س ٤-‏ قيم عظمى وصغرى محلية؟ فسر إجابتك. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


سس 
إشارة 4(س) 


سلوك د (س) 


القيم العظمى والصغرى (القيم القصوى) ٢۲-٢‏ 


9م مال دوال كسرية 
(۴) أوجد القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة د حيث د(س) = س+ 
© الحل 
مجالد = ع -([.) ۱ 
)١‏ تحدید النقط الحرجة: 6(س) = -١‏ 6س" - سح للدالة نقطتان حرجتان هما (۲ء د(٢))‏ ء 
(د؟ د (-5) أى (٤٤٤)ء‏ (-٢١۰٤)۔‏ 
٢‏ اختبار المشتقة الأولى عند كل نقطة حرجة ک۸ 
يوضحه جدول تغيرات الدالة المقابل 
(لاحظ ساس الم أ 
٣‏ عندس = ۔٢‏ توجد قيمة عظمى محلية = ٤‏ 
وعند س - ٢‏ توجد قيمة صغرى محلية - ٤‏ 


٤ 


مبيئًا نوعها 
سل 


لاحظ أن: قد تكون القيمة العظمى المحلية أصغر من القيمة الصغرى المحلية 
للدالة 

تكنهلفقك ين الشکل المقابل منحنى الدالة د باستخدام أحد البرامج 
الرسومیةء قارن بين جدول تغيرات الدالة ومنحناها . ماذا تلإاحظ؟ 


[آيل حاول أن تحل ۱ 

(۳) أوجد القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة د حيث د(س) = -- مبينًا نوعها 
و ےچ ڪڪ 

5 . تفلم _ 


القيم القصوى لدالة على فترة مغاقة The Absalute Extrema of a Function on a Closed Interval‏ 
تعریف القيم القصوى : إذا كانت د دالة معرفة على الفترة المغلقة [ ا ء ب] وكانت ج د [ء ب] 

)١‏ د (ج) هی قيمة صغرى على الفترة [| ءب] عندما يكون د(ج) < د(س) لكل سد [۱ءب] 

٢‏ د(ج)هى قيمة عظمى على الفترة [أ»ءب] عندما يكون د(ج) > د(س) لكل س 3[اءب] 


© القيمة الصغرى والقيمة العظمى لدالة على فترة تسمی القیم القصوى للدالة E‏ 
على هذه الفترة . عظمى مطلقة 


ع 0 ع در ا ١+۲‏ 
© القيمة القصوى يمكن أن تحدث عند أى نقطة داخل الفترة أو على حدوہ سم 0 
الفترة وعندما تحدث عند حدود الفترة تسمى نقطة حدية قصوى 


سس صخر مطلقة (CT‏ 


إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [أ »ب ] فإن للدالة د قيمة عظمى 
مطلقة وقيمة صغرى مطلقة على الفترة [أ» ب]. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


لإيجاد القیم القصوى المطلقة للدالة د على الفترة المغلقة 

[أءب] نتبع المخطط المقابل كما يلى: 

© احسب د () ء د (ب) ء وقيمة الدالة عند كل نقطة 
حرجة. 

© قارن بين القیم السابقة؛ أكبر هذه القيم هو قيمة 
عظمى مطلقة وأصغرها هو قيمة صغرى مطلقة. 


ف مثل 


© الحل 
'.' د(س) = س - ۱۲ س +۱۲ء س3 [-۳ء ]٣‏ 
.. د(-) = (-۴)۳۔۷۷(-() عردم 000 
د" = 5" ۔۷۲(١)‏ + ۹= إفة 


د (س) = ٣‏ س - ۳۱۲ (س )١-‏ (س - ؟) 
لتحدید النقط الحرجة نضع د (س) = ٠‏ 


.س =۲ 3 شن أو س = ]٣١۳-[]3۲-‏ 
عند س = ۔٢‏ توجد نقطة حرجة ويكون: د (-؟) = ۲۸ (٤‏ 


بمقارنة قيم ٣١٤٣٤١٣‏ نجد أن: 
للدالة د قيمة عظمى مطلقة = ۲۸ء قيمة صغرى مطلقة ٤--‏ 


ق حاول أن تحل 
() أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د 
٤ e‏ 
لآااد(س)۔ سم ے س۰۰[3ء] ‏ (باد(س) کے کے 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


القيم العظمی والصغری (القيم القصوی) || _ ب 
پخوطق.۔۔_-_۔سسص_-__ح9 - سس سے وت 
جا میں بن 
حدد القيم العظمی والصغرى المحلية (إن وجدت) للدالة د فی الأشكال التالية وبين نوعها: 


2 LY ای‎ 9 


أوجد القیم العظمی والصغرى المحلية (إن وجدت) للدالة د فى كل مما يأتى مبینًا نوعها: 


(ق) د (س) = س" + ٣س'‏ + ۲ (۵) د (س) = س٤‏ - ٢س؟‏ 
7 د (س) = ٤س‏ - س" 00 د (س) = "اس" - وس" 
(۸) د (س) = TNO ٣س - ٣‏ 
TT BD‏ س + 

س س - ۱ 
© د (س) - كك 69 د (س) - ٤ھ‏ -س' 

س 

69 د (س) = هاس -٣(‏ س) سناع ۰99 و 
5 (س) = س - لو س 9 د (س) = ۸لو س - س؟ 


أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د على الفترة المعطاة: 
40د اس اے س۳ صضد اور ش15 1 

9 د (س) = ۷ س-5 »س 3 [۱۲ ]٤‏ 

€9 د(س) = جا س + جتاس ء س 3 [۰» 7۲] 

9 د (س) = س ھ »> س 3 [١ہ‏ ؟] 


التالية معًا: 
© يمر بنقطة الأصل. © له نقطة خرجة عند س - ١‏ 


لھا معادلة المماس للمدحتنى عند النقطة (8 د ))٢(‏ عليه ھی ۹س + ص د ٠٢‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


- ہے 


تحديد فترات تحدب منحنى دالة 
لاعل ولاسفل؟ 

2 إيجاد نقط الانقلاب لمنحنى دالة 

< استخدام اختبار المشتقة الثانية 
لإيجاد القيم العظمى أو الصغرى 
المحلية. 

ESS 


® المصطلحات الأساسية 


Convexity التحدب‎ 2 
Convex upward لأعلى‎ a > 
Convex downward تحدب لأسفل‎ 2 


Inflection point نقطة انقلاب‎ < 


يبين الشکل المقابل منحنی الدالة د حیث: 

د(س) = + س" س3ع 

لاحظ أن الدالة د متزايدة على ع لماذا؟ 

هل يختلف اتجاه تقوس (تحدب) یی 
]یف °« 00 

فى الفترة ] -©2 ٠‏ [ ما موقع منحنى ل 


إلى جميع مماساته؟ هل يتزايد ميل المماس 4 (س) أم 
يتناقص بزيادة قيم س؟ 

فى الفترة ]٠ء‏ 0 ما موقع منحنى الدالة بالنسبة إلى 
يتناقص بزيادة قیم س؟ ماذات تستنتج؟ 


Convexity of a curves تحدب المتحنيات‎ 


لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على الفترة ] |» ب [ » يكون منحنى الدالة د 
محدیًا لأسفل إذا کان م متزايدة على هذه الفترة ء ومحدیًا لأعلى إذا 
كانت د متناقصة على هذه الفترة. 


۵ متزايدة وتكون مشتقتها موجبة ۵ متناقصة وتكون مشتقتها سالبة 
أى دك( س) > ٠‏ أى د( س)< ٠‏ 


إذا كان للدالة د مشتقة ثانية غير صفرية فيمكن من خلالها دراسة تزايد وتناقص 
المشتقة الأولى ۵ وتحديد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنى الدالة د. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدکٹور فحقد رزق معلم الكنقياء انتعلیقی 


دراسة المنحنيات ۳٣-٢‏ 


اختبار المشتقة الثانية لتحدب المنحنيات The Second Derivative Test for Convexity‏ 
لتكن د دالة قابلة للاشتقاق مرتين على الفترة ]أ» ب[ 
١‏ > إذا كان 45 (س) > . لجميع قيم س 3 ]| » ب[ فان متحنى د يكون محدنًا لأسدل على الفترة] أ با 
٢‏ إذا كان 4(س) < ٠‏ لجميع قیم س 3]اء ب[ رن 1ہ "۸/۸ 
6 مثال تحديد فترات تحدب كثيرات الحدود 
© إذا کان د (س) = ۴-۲ س" - س" عين الفترات التى يكون فيها منحتی الدالة د محدبًا لأعلى » والفترات الٹی 


يكون فيها محديًا لأسفل. 
۵ الحل 
د متصلة وقابلة للاشتقاق لكل س 3 ع حيث: 
د“ (س) = - اس -٣سء‏ 45 (س) = -٦-٦س‏ = -٦(۱+س)‏ 
عندما 45 (س) - ٠‏ “اس كك 
فترات التحدب: يبين الجدول رش و 7 
المقابل إشارة د وفترات تحدب 7 اشادة 4 
:7۰ ع 2 5 ر 
منحنى الدالة د لاعلی ولاسفلء چککوے چا وہہ ہہ 


أى إن: منحنى الدالة محدب 
لأسفل فى الفترة ]-٭> ء ١‏ [ ومحدب لأعلى فى الفترة ] -۱ء ©[ 


آنل حاول أن تحل 
(0 حددقترات التحدب لأعان و الدب لأسفل لكل مق الشات الثالية: 
ال د(س)ے سأ دوس عم 9 ص(س) = سء - ع س" 


تكنولوجيل باستخدام أحد البرامج الرسومية إرسم منحنى الدالتين د › م حيث ص(س) = 8٠س‏ ء د(س) = س؟ 
وحدد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل وحقق إجابتك باستخدام اختبار المشتقة الثانية . 
لاحظ أن: قد يتغير اتجاه تحدب منحنى الدالة المتصلة من أعلى إلى أسفل أو من أسفل إلى أعلى عند نقطة تنعدم 
عندها المشتقة الثانية للدالة أو تكون غير موجودة . 
نقطة الانقلاب Inflection point‏ 
إذا كانت د دالة متصلة على الفترة المفتوحة ]| ب[ء ج < ] أ» ب[ وكان لمنحنی الدالة مماس عند النقطة 
(جے د (ج)). فإن هذه النقطة تسمى نقطة انقلاب لمنحنى الدالة د إذا تغير تحدب منحنى الدالة عند هذه 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور فحقد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


توجد نقط انقلاب للمنحنيات ١ء ۳٣۲‏ لتغير اتجاه تحدب المنحنى لا توجد نقط انقلاب لعدم 
ووجود مماس له عند ج وجود مماس عند ج 
لاحظ أن: 


2 المماس عند نقطة الانقلاب يقطع منحنى الدالة» لآن المنحنى فى إحدى جهتى هذه النقطة يقع تحت المماس 
» وفى الجهة الأخرى يقع فوق المماس. 


٢‏ فى الشكل المقابل يوجد لمنحنى الدالة د نقطتى انقلاب الأولى 
عند نقطة الأصل و )٠٠۰(‏ والأّخرى عند النقطة ب (٢ء‏ د(؟)). 


م 
= مثال التحدب ونقط الانقلاب 


5 
© إذا كانت د(س) - 1 1 


عندما س < -؟ 


س" - ٣س‏ + ۲ عندما س > - ؟ 


حدد فترات تحدب منحنى د لأعلى ولأسفل» وأوجد نقط الانقلاب ومعادلة المماس عندها إن وجد. 
@ الحل 

الدالة د متعددة التعریف مجالها م ء ومتصلة عند س = لان کر کد ے ۷3ے 

م( ۔ د ١‏ د(-؟ +ه) -د(-۲) 


ھے ے,. م 
7 (-٢+ھ)'-٤-‏ 1 
ہے ےج ہت کی 
5 : د(-؟ +ده) -د(-۲) 
)= سےا ۲ 
5 (-٢+ھ)۲۔‏ ۲-۳ +ھ)+۲-. : 
- 5 ۲ 
- ا = تا (ھ ٦ھ‏ +۹)۔-۹ 
.۲-5( + ہ(۔٢!)‏ .. الدالة غير قابلة للاشتقاق عند س --؟ 
٢س‏ عندما س < -؟ 
رسك ١١‏ عينم داس وھ 
غير موجودة عندما س = ۔٢‏ [24؟) # ہ(۔٣)]‏ 
1 عندما س < -؟ 
د (س) = 
اس عندما س >-۲ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


فترات التحدب: منحنى د محدب لأسفل فی الفترة ]-٭ ء -؟ [» 
الفترة ] ٠١ ٠‏ [ ومحدب لأعلى فى الفترة [٠ ٢-]‏ 
نقط الانقلاب 

© النقطة 2-1 د(-۲)) أى (-۲» )٠‏ ليست نقطة انقلاب لمنحنى د رغم تغير اتجاه تحدبه حولھاء لعدم وجود 
مماس لمنحنى الدالة عند هذه النقطة (4(س) غير موجودة) 

© النقطة .٠0(‏ د(0)) أى (0. ۲) هى نقطة انقلاب لمنحنى د لتغير اتجاه تحدبه حولهاء ويوجد عندھا مماس 
سے 7 ۱ فى هذه النقطة ء ميله 4(س) = -ء ومعادلته ھی : ص ٣‏ = ٣٣س‏ (کما فى الرسم) 

ایل حاول أن تحل 


بام" ص۶9۹2 ا 
O‏ ۷۳۷۷ 0 
٣س‏ -.س" عندما س > ١‏ 


حدد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنی الدالةدء وأوجد نقط الانقلاب ومعادلة مماس المنحنى عندها. 


المتصلة د. ۴ 
¥ 
© وضح فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنى الدالة د إن وجدت. 
ا 
© هل توجد نقط انقلاب لمنحنى د فى هذه الفترة ؟ فسر إجابتك. - ٢‏ 


اختبار المشتقة الثانية للقيم العظمی أو الصغرى المحلية 1 


لتكن الدالة د قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة تحوى ج حيث (ج) = ٠‏ 

۱( إذا كانت د⁄(ج) < ٠‏ فإن د(ج) قيمة عظمى محلية. 

۲( إذا كانت د45( ج) > ٠‏ فإن د(ج) قيمة صغرى محلية. 

۳٣‏ إذا كانت دك( ج) - ٠١‏ فإن اختبار المشتقة الثانية لايستطيع تحدید نوع النقطة(ج د(ج)) من 
0 سد 


د(ج) قيمة صغرى محلية 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور فحقد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


ف مار 
0 استخدم اختبار المشتقة الثانية فی إيجاد القيم العظمى والصغری المحلية للدالة د حيث : 


د(س) = س؛ - مس" + ٠١‏ 


© الحل 
د(س) كثيرة حدود فهى متصلة ومجالها ع 
4(س) = 6س" - ١٦١س‏ = ٤س‏ (س" - »)٤‏ د (س) = ۱۲س" - ١١‏ 


للدالة نقط حرجة عندما د٠‏ (س) - ٤س‏ (س" - 0 8-2 أى عند : س = ۰» س = ٦س‏ = كن 
اختبار المشتقة الثانية لوجود قيم عظمى أو صغری محلية: 


عند س = ٠‏ 0 = دلا < . ٠١ = )٠(د .٠.‏ قيمة عظمى محلية 

عند س = ٢‏ د = .٠. . > ۳۲٣‏ د(٢)‏ = ۔٦‏ قيمة صغرى محلية 

اس .٠. . > ٣۲٣ = ) (4 ٣-2‏ د(-؟) = ۔٦‏ قيمة صغرى محلية 
اتا حاول أن تحل 


(۴) باستخدام اختبار المشتقة الثانية أوجد القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة د حيث د(س) = س' - ٠س"‏ - ۹س 
وتحقق من صحة إجابتك باستخدام الحاسبة البيانية أو البرامج الرسومية. 
دراسة ورسم الشكل العام لمتحتيات کثیرات الحدود Curve Sketching for Polynomials‏ 
يستخدم حساب التفاضل فى رسم الشكل العام لمنحنيات الدوالء 
ويعتمد على تتبع سلوك د(س) للدالة د عندما تتغیر قيمة س فى فترة ‏ اتمائل الدالة س )سه 44 (س) 
ل الأزواج ار ىص فى اتوق عون 
المتعامد حيث ص = د(س) وسنقصر دراستنا على رسم الشكل 


النقط الحرجة التحدب ونقط الاتقلاب 


العام لمنحنيات الدوال على دوال كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة لكام سے TETIEH‏ 

فأقل على الصورة د(س) = اس + بس" + جس + ى اقیم العظمی والصغرى المحلية 

لرسم الشکل العام لمنحنی الدالة د حيث ص = د(س) نتبع المخطط 2 

المقابل كما يلى: 

١‏ إذا كانت د زوجية يكون منحناها متماثلاً بالنسبة لمحور الصادات» ويكون متماثلاً حول نقطة الأصل إذا 

۲۔ دراسة تغيرات الدالة وتحديد فترات التحدب ونقط الانقلاب إن وجدت والقيم العظمى والصغرى المحلية إن 
وحدت. 


٣‏ إعداد جدول التزايد والتناقص والتحدب لمعرفة الشکل العام للمنحنی ونوع النقط الحرجة. 
٤۔‏ إيجاد نقط تقاطع منحنى الدالة مع محورى الإحداثيات إن امكن ذلك . 
۵۔ رسم تخطيطى لمنحنى الدالة ويمكن الاستعانة ببعض النقط الإضافية لتحسين الرسم. 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


دراسة المنحنيات 


9 مثال رسم منحنی دالة 
(4) ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د حيث ص د وک س 
© الحل 
١‏ - الدالة د كثيرة حدود مجالها ع ء والدالة ليست زوجية وليست فردية. 
۲ 5 (س) = ۳س؟ - ٦س‏ = ٣س‏ (س - ؟) 2 د (س) = ٦س )١ - س(٦ = ٦-‏ 
للدالة نقط حرجة عند د(س) = ۰ أى عند س -٠ء‏ س = ۲ 
وتكون د متزايدة فى الفترة ] -٭ ء [٠‏ والفترة ] ۲ء [ ومتناقصة فى الفترة ] ٠٠‏ ۲[ 
د (س) = ٠‏ عند س = ١‏ 
د (س) < ٠‏ فى الفترة ] -٭ء [١‏ ويكون المنحنی محديًا لأعلى فى هذه الفترة» 
د (س) > ٠‏ فى الفترة ] ١ء‏ © [ ويكون المنحنى محدبًا لأسفل فى هذه الفترة 
النقطة (١ء‏ د(١))‏ أى (١ء‏ ؟) نقطة انقلاب. 
٣‏ جدول التزايد والتناقص والتحدب 5- نقط التقاطع مع محورى الإحداثيات : )٥٤٤(‏ ء (۲ء 6 
١ : o0‏ . - | س 0- الشکل العام لمنحنی الدالة د 
١‏ ہ٢‏ شار 


O E 


3 إشارة ہ۸ 


8,٦ E‏ کلت د 


انقلاب 


نقط إضافیة:(-١ء‏ د(-١))‏ أى (-٠١ء٠)‏ (ء د(٥))‏ أى (" غ) 


لي حاول أن تحل 
© ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) = ۲س - س 


9 مثال الشكل العام لمنحنى دالة 

(0) ارسم شكلاً عامًا لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) إذا علمت مايلى: 
١‏ > ددالة متصلة مجالها [١ء‏ ۷]ء د(١)‏ = ٢ء‏ دز(ہ) = ٤‏ 
؟ > 0(45) = ۰ .+ ھ(س)>. عندما س < ه  .‏ “(س)<٠‏ عندما س > ه 
۳۔ 45 (س) < ۰ عندما <١‏ س ٭<۷ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


@ الحل 


النقطتين (۰۱ -؟) ء (5, 5) فی المجال [۷۰۱۱]. على الفترة ] ١ء [٥‏ ومتناقصة على الفترة ] ٥ء‏ ۷[ 
من (۳): المنحنى محدب لأعلى على ] ١ء۷[‏ 


ألا حاول أن تحل 

2 ارسم شكلاً عام لہ حنى الدالة د حيث ص = د(س) إذا علمت ما يلى : 
١‏ - د متصلة مجالها [ ٠ء‏ ©[ د(٤)‏ = ۳ء د(ہ) ح١ ٢‏ د (س) ٠>‏ عندما س ٠>‏ 
ا د (س) > ۰ عندما س < ۰٤‏ د45 (5) = ۰۰ 4۸(س) < ٠‏ عندما س > ع 


9 مثال حل معادلات 
© إذا كانت النقطة (١ء‏ ۱۲) هى نقطة انقلاب لمنحنى الدالة د حيث د(س) - اس" + ب س" فأوجد قيم |» ب 


الحقيقية. 
© الحل 
'. النقطة (۰۱ ؟١١)‏ نقطة انقلاب لمنحنى د : 
کی جب (١)‏ 2 ۲۱( 
دہ (س) = ۳اس + ۲بس < د (س) = ٦اس‏ ٢٢ب‏ 
من (۱) :۹+ ۲ب = . .ب = ۔۳ا 
من (۲) :1+ ب - ۱۲ .- ۲= ۱۲ ويكون| = ۔٦ء‏ ب = ۱۸ 
اتل حاول أن تحل 
© إذا كانت النقطة ( ؟) هى نقطة انقلاب لمنحنى الدالة د حيث د(س) = س" + اس" + ب س فأوجد قيم اء 
ب الحقيقية. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


دراسة المنحنيات يس 


تکنولوچیل بعض الدوال يصعب رسم منحناها البيانى. يمكنك باستخدام برنامج geogebra‏ أو أى برنامج رسومی آخر 
رسم منحنى الدالة ودراسة خواصه. 


يوضح الشکل المقابل منحنی الدالة د حيث د(س) - سخ ۱ 

لاحظ: 

١ = س‎ .١- = النقط الحرجة: للمنحنى نقط حرجة عند س‎ )١ 
قيمة عظمى محلية.‎ ٢ = ۔(ا)‎ ١ = قيمة صغرى محلية» عندس‎ ٠ = ۰۔۔دل(-ا)‎ ١- = عندس‎ 


۲( فترات التحدب: إلى ببٹبپ ‏ ۴[ |< | 8 إلى أسفل: ]عب + ٥ ۱] E‏ 
۳( نقطة الانقلاب: عند س = 51 يوجد مماس يقطع منحنى د » عند س ۲۷ يوجد مماس يقطع منحنى د 


ئ( الشكل العام للمنحنى: منحنى الدالة يقترب بطرفيه من المستقيم ص = ١‏ ويعرف بخط التقارب الأفقی 
۲ 
لمنحنى الدالة ومعادلته ص = | حيث:| = تا ری ے ہے باك 


س | 


اس ا > م س" ١+‏ 
تطبيق: ارسم منحنيى الدالتین بأحد البر امج الرسومية ثم ادرس خواص کل منهما: 
۳ ۲ 
5 = خ- ےسب سم 
(س) ہے ص(س) مہہ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


42 


سی الشكل المقائل متحت الد ال د حجنت صن دد( ): اكمل: 


ہا اينم ع 


ھا مجال د - ا 
س) = ٠‏ عندماس د 0 
س) > ٠‏ عندماس د 0+090 
© المنحنى محدب لأعلى عندما س 3 5258 
ھا للمنحنی نقطة انقلاب هى yy‏ 
©Q‏ للدالة قيمة صغری محلیة عند س - مم 
(ذ) للدالة قيمة عظمی مطلقة تساوى 000 


ابحث فترات تحدب الدالة د ثم أوجد إحداثيات نقط الانقلاب ( إن وجدت) لكل ممايأتى: 


9 د (س) = ٦-٤‏ س - ۴س" 


رکا دڑین) = واس ۹2س دس 


. ہے‎ O 
س‎ 


E 


(س -٢)'عندماس‏ < ٤‏ 
(4) د(س) = 


٠‏ - س" عندما س >> ع 


(۴) د(س) = س٣‏ - لاس" + 


(ف) د(س) = س٤‏ - ۸س" + 
0 كف سك 
یں ` 


۳ 
س -٣س‏ عندما س < 0 


ج 
گے 


62 د(س) = 


٤س‏ - س عندما س > . 


0 أثبت أن قياس زاوية ميل المماس عند نقطة الانقلاب لمنحنى الدالة د حيث د(س) = + يساوى ‏ 
۰ 
9 ذا كان لمع الدالة دحت د(س) د س (س = ' ية عظمى محلیة عندس + وقية صفری محلیة عيذ 
TT‏ 5 ا ell lul‏ س+س 
سم فانت ان الإحدانى السينى لنقطة الانقلاب ز٥‏ ا ا 


9 أوجد | ء ب بحيث یکون للمنحنى س" ص + اص + ب س" 


.)١- نقطة انقلاب عند النقطة (۱ء‎ ٠ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


دراسة المنحنيات اس 


ارسم الشکل العام لمنحنى الدالة المتصلة د الذى له الخواص المعطاة فى كل مما يأتى: 

9 د(۰( = ٤ = )٢(د ٤‏ (س) < ٠‏ لكل س < 5.5 (س) > ٠‏ لكل س > 29 45 (س) > ٠‏ 

9 د(١)‏ = د(ہ) = 5.١‏ (س) < ٠‏ لکل س < ۳ء (س) > ٠‏ لكل س > 45.8 (س) < ٠‏ لكل س ٣۶‏ 
د(-١)۲د(ہ)-٤ء‏ د(۱) = ۰۰ 4 (1) = (-۱)= ۰۰ 45 (س) < ٠‏ لكل س < ۰ء 4(س) > ٠‏ لكل س ٠>‏ 
9( د(٢)‏ = ٤ء‏ عند س < ۳ فان 4(س) > ٠٠‏ 45 (س) > ٠‏ وعند س > ۲ فان 4(س) < ٠ء‏ 45 (س) > ٠‏ 


ادرس تغیرات الدالة د وارسم الشکل العام لمنحناها فی كل مما یأتی: 


9) د(س) = س؟- ٦س ٥+‏ (۸) د(س) = ۳ -س' 

(9]) د(س) = س"- ٣س٣ ٣+‏ 9 د(س) = لس" - س +۲ 

9 د(س) = 4س" - 2 س ١+‏ 9 د(س) = - س (س -”)" 

69 د(س) -(؟- س) (س ")١+‏ 9 د(س) - + (س )٤٤‏ (س ۲)٢-‏ 
س" - ۲س" عندما س > 0 

9 د(س) = (59) د(س) = س إس |٤٤‏ 


س" - ۲س عندما س < . 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


النمذجة الرياضية Mathematical Modeling‏ 
® سوف تتعلم إن عملية اتخاذ قرار علمى فی حل أى مشكلة تمر بعدة مراحل تتلخص فى: 
التمذجة الرياضية ۱ تحدید المشكلة (الهدف والإمكانات). 
۲۔ وضع نموذج فكرى أو تصور لأبعاد المشكلة. 
“> إيجاد نموذج علمى مناسب. 
5 - حل النموذج واتخاذ القرار. 
والنمذجة الرياضية ھی صياغة _ ا ۱ ١‏ 
و ب تا _ ھت 
عليها النموذج الرياضى» ويتلخص ظ 


® المصطلحات الأساسية فى المخطط المقابل حيث يتضمن : >>> صياغة النموذج الرياضي ‏ جا 
0 
7 
١‏ > تحديد المشكلة ١‏ حة غابۃ : 
> : وت حل النموذج 


۲ 2 و مكوناتها (ربح | عظم 3 تكلفة | قل‎ Mathematical Modeling 
تقيم النتائج وتحديد البدائل‎ 5 
)... مساحة أكبر‎ 

- تحديد مجاهيل المسألة التی يجب إيجاد قيمها للوصول إلى الغاية المطلوبة. 

۳ بيان العلاقات بين المجاهيل ( معادلات - متباينات). 

5> صياغة النموذج الرياضى وهو تمثيل للمشكلة بصورة رياضية قابلة للحل. 

. حل النموذج الرياضى وتفسير نتائجه وفق طبيعة المسألة‎ ٥ 

> تحديد البدائل المتاحة إذا كان للمسألة أكثر من حل واحد. 

حساب التفاضل ذ النموذج الرياض ظم مشكلات الحياة العملية 

جج سے | دسب حساب اقاخ فى حل امو رياني لظم مشكلات الي اسل 
حين يكون الهدف هو الحصول على أ كبر قيمة أو أصغر قيمة لمتغير ما فی إطار 
القيم القصوى المحلية والقيم القصوى المطلقة كما فى الأمثلة التالية. 


آله اة علمية 
برامج رسومية 
من 5 
تت ا اختبار المشتقة الأولى 
© أوجد بعدى مستطيل له أ کبر مساحة يمكن رسمه داخل مثلثء طول قاعدثه 
سم وارتفاعه ۱۲سم» زسیک اق حكن أضلاعه على قاعدة المثلث وتقع 
رأسا الضلع المقابل على الضلعين الآخرين للمثلث. 
© الحل 
-١‏ لحساب أ كبر مساحة نرسم المسألة تبعًا للمعطيات والقیود . 
۷ تحذید المتغيرات [اليشاهيل) 
بفرض أن عرض المستطيل - س سم وطوله ص سم ومساحته - م سم" 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


تطبيقات على القيم العظمى والصغری ب _ ع 


۱ 


٣‏ العلاقات بين المتغيرات (النموذج الرياضى) 


مساحة ١‏ 0 لمستطيا ۹ = س Xx‏ ص 
>٤‏ وضع النموذج الرياضى فى متغير واحد إن أمكن 


ص _ اكى _ "ادس . اأ« 
ب ہے کپ ند 


اص دج (1- س)ء س د[۱۲»۰] (1) پ 0 5 
مساحة المستطيل م = س (۱۲-س) 1 ١ ٦‏ 


أى إن:م = د(س) = ١٦١‏ س-چٌ س' 9 


۵ حل النموذج الرياضى: باشتقاق طرفى العلاقة (۲) بالنسبة إلى س 


۸ ۸ 
.. 42(س) = 2-11 س 3 د (س) = -۔ج 
۳x13 1 ۱‏ : 
عند د (س) = ٠‏ ہے رس = ۸ = ٦ویکون‏ عندھا4(س) < . 


0 م لها نقطة حرجة وحيدة عند س ٦ء‏ والمشتقة الثانية سالبة دائمًا ء فإن هذه النقطة الحرجة تعطی القيمة 
الف ال 

.'. للدالة م قيمة عظمى مطلقة عند س = ٦ء‏ ص =4 (1-۱۲) = ۸ 

أى إن: للمستطيل ا كبر مساحة عندما يكون بعداه "سم ء ۸سم 


لیا حاول أن تحل 


@ الحل 


> تحديد المتغيرات: نفرض أن ارتفاع الأسطوانة = ع مترّاء طول نصف قطر 


رم أوجد أ كبر مساحة لمثلث متساوى ساقين يمكن رسمه داخل دائرة طول نصف قطرها ؟٠سم.‏ 
تق مثال حساب أقل تكلفة 
0 يراد بناء صومعة حبوب على شکل أسطوانة رأسية ذات سقف نصف کروی بحيث تتسع لتخزین 1۱۰۸م" من 


الحبوب (بفرض أن تخزين الحبوب يتم فى الجزء الأسطوانى فقط دون السقف))ء إذا كانت تكلفة وحدة 
المساحة من السقف ضعف تكلفة وحدة المساحة من الجدار الجانبى. ما أبعاد الصومعة التى تجعل التكلفة 


أقل ما یمکن؟ 


-١‏ لحساب أقل تكلفة نرسم المسألة تبعًا للمعطیات والقيود. 


قاعدتها = س مترًا وأن تكلفة وحدة المساحة من الجدار = ج جنيهًا فتکون 
تكلفة وحدة المساحة من السقف = ۲ ج جنيهًا والتكاليف الكلية = ك جنيهًا. 


٣‏ العلاقات بين المتغيرات (النمذجة): 


مساحة السطح الأسطوانى = محيط القاعدة × الارتفاع = 11۲س ع وحدة مساحة 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


مساحة السطح النصف كرى = ج مساحة الكرة = 11۲س" وحدة مساحة 
التكاليف الكلية ك = 1۲۲س ع × ج + 71س" × ۲ج = 1۲س ج (ع + ۲س) 
-٤‏ وضع النموذج الرياضى فى متغير واحد: 
حجم الجزء الأسطوانى = 77۱۰۸ .٠.‏ #س'ع = 11۰۸ أىإنع = 
التكاليف الكلية ك = 1۲س ج( + ٢ی)‏ 
ك = د(س) = 77۲٢۳‏ سق ٤+‏ 77ج س' 


1 


۵- حل النموذج: د (س) = - ۲۱١‏ 1ج سق + 71۸ س 
النقط الحرجة = عند 5 (س) = . ... س" أ أى إن س - ؟(نقطة وحيدة) 
اختبار المشتقة الثانية: 
٠.٠‏ د (س) = 71٦0۳۲‏ جس + 71۸ج .. 4۸ () > . 
ا إن عندما ہو وپ ہی الرأسية ۳ أمتار يكون للصومعة أقل تکالیفء ويكون 
ارتقاغيا عل کد امتا 

اڑا حاول أن تحل 

)٢(‏ خزان على شكل صندوق مغلق سعته ۲٥٢٢‏ مترًا مكعبًاء وقاعدته مربعة. يراد طلاؤه من الداخل بمادة عازلة 
يتكلف القاع ٠٥‏ جنيهًا لكل متر مربعء ويتكلف الغطاء ٠١‏ جنيهًا لكل متر مربعء كما يتكلف الجوانب ٠١‏ 
جنيهًا لكل متر مربعء أوجد أبعاد الصندوق التى تجعل التكلفة أقل ما يمكن. 


لا ملا یقات حياتية 

() جدار ارتفاعه ۲ متر ويبعد مترين عن أحد المنازل» أوجد طول أقصر سلم يصل من الأرض إلى المنزل مرتكرًا 
على الجدار. 

©> الحل 

2 لحساب أقصر طول للسلم نرسم المسألة تبعًا للمعطيات والقيود. 

٢‏ تحدید المتغیرات: نفرض أن: 
طول السلم = ل مترّاء ارتفاع قمة السلم عن الأرض = ص مترّاء بعد طرف السلم السفلی عن الجدار = س مترًا. 

۳٣۔‏ نمذجة المسألة: 


فخ فیٹاغورث: ل" = (س ± ١)‏ + ضص' (۱) 
من التشابه: گا - سی 

ے کی ۲ + ۽ س٣‏ )۲( 
لإيجاد أقصر لول للسلم يكفى أن تكون ل" قيمة صغری 


4- حل النموذج باشتقاق طرفی العلاقة (١)ء‏ (؟) بالنسبة إلى س 


و 7ت 5 
گت (ل؟) = ٢(س‏ + ۴) × ۱ + اص کد ۽ کا کے 
وس س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


تطبيقات على القيم العظمى والصغری ب _ ع 


.0 كى ٢س ٤+‏ 4 ۸ 
Fes)‏ "سلة) » م = ۲ (س + ۱)۴ ب 
وس س س س 

1 ا ۱ 
سپ سرب ہے ۲ س 
۱ نض ۸ 1 3< إشارة 7 
.. س = ۔٢‏ مرفوض او 3 ۱ نع 


کے ا لون ل 
(ل")هن - إلى + 


Cd 


“اين م 
من اختبار المشتقة الأولى للتزايد والتناقص نلاحظ تغير إشارة 
عنداس = ۲ تكون ل أضغرما يمكن 
بالتعويض فى (۲) .. ص - ا ے ۽ 
بالتعويض فى )١(‏ 
J. r = 0 (+۲) = J ..‏ ع عم 
أى إن: طول أقصر سلم يصل من الأرض إلى المنزل يساوى ۲۷٤‏ مترًا 

لعل حاول أن تحل 

() فی مستوى إحداثى متعامد رسم ]ب يمر بالنقطة ج )۲۰٢(‏ ويقطع محورى الإحداثيات فى النقطة | والنقطة 
بء أثت أن أصغر مساحة للمثلث آو ب تساوی ؟١‏ وحدة مربعة حبث و ثقطة الأضل .)٠(‏ 


مق بط القطاع الدائرى 


0 قطعة معدنیة على شكل قطاع دائری مساحته ۱١‏ سم' أوجد طول نصف قطر دائرة القطاع الذى يجعل محيطه 
أقل ما يمكنء وما قياس زاويته عنذئذ؟ 


5 
وس 


© الحل 
بفرض أن طول قوس القطاع ل سم ء طول نصف قطر دائرة القطاع = س سم 
.“. محيط القطاع ع = ۲س + ل 000 
0 ا ١‏ . ۲ 
٠.‏ مساحة القطاع = + لس = ١١‏ رل 
OER‏ ع اس + ف 


باشتقاق طرفى العلاقة (۲) بالنسبة إلى س 


كم _. ۴ وع 1٤‏ بع >< 0 


وی بو ا ٣‏ 
5 

ئ و ع 
عندما کک د ٠‏ سے ٤ے‏ <۰ 

و ل - وی؟ 
.. عند س = ٤‏ يكون محيط القطاع أقل ما يمكن 
5 رو ۱ پ۲ aE‏ 
٠.‏ مساحة القطاع = س" 0 ...0 - بر 

ق حاول أن تحل 


(ك) إذا كان محيط قطاع دائری 5 ۲سم» أوجد قياس زاو ية القطاع الذى يجعل مساحته آکبر ما يمكن. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


8# تمارين)_جع نچ 


() عددان مجموعهما ٠٣‏ وحاصل ضر بهما أكبر ما يمكن» أوجد العددين. 


أوجد العددين. 


0 أوجد العدد الموجب الذى إذا أضيف إليه معكوسه الضربى كان الناتج أصغر ما يمكن. 

© أوجد أكبر مساحة من الأرض مستطيلة الشکل يمكن أن تحاط بسیاج طوله ٠۲١‏ مترًا. 

0 قطاع دائرى محيطه ۳۰ سم» ومساحته أ کبر ما یمکن» أوجد طول نصف قطر دائرته. 

0 علبة على هيئة متوازی مستطيلات» قاعدتها مربعة الشکل . إذا کان مجموع جمیع أحرفها يساوى ٢٤۲سم‏ 
فأوجد أبعادها حتى يصير حجمها أكبر ما يمكن. 

0 إذا كان طول وتر مثلث قائم الزاوية يساوى ١٠سم»‏ فأوجد طول كل من ضلعی القائمة عندما تصبح مساحة 
للت گنا کن 

(۸) حقل مفتوح يحذه من أحد الجوانب نهر مستقيم . حدد كيفية وضع سياج حول الجوانب الأخرى من قطعة 
أرض مستطيلة من الحقل للإحاطة بأ كبر مساحة ممكنة بواسطة ۸۰۰ متر من السياج» وما مساحة هذه الأرض 


ل 


۰ 


(6) تُصَنْع علب أسطوانية الشكل مغلقة لتعبئة المشروبات» سعة كل منهما ك من وحدات الحجم بأقل قدر من 
المادة ء أوجد نسبة ارتفاع العلبة (ع) إلى طول نصف قطر قاعدتها (س). 


9 ملعب غلى شکل مستطيل ينتهى بنصلی دائرتین إذا كان مط الملعب ٤۴١‏ مترّاء فاوجد آ كر مساحة لد 


90 مثلث قائم الزاوية طول وتره ٠‏ "سم » أوجد طول كل من ضلعيه الآخرين إذا كان طول العمود النازل من رس 
الزاوية القائمة على الوتر كبر ما يمكن. 


(D‏ قطعة من الورق المقوى على شكل مستطیلء بعداه ١١سم‏ » ؛ ؟سمء قطحَ من أركانها الأربعة مربعات متطابقة 
طول ضلع كل منها س سمء ثم نيت الأجزاء البارزة لأعلى لتكون علبة بدون غطاء . احسب أبعاد العلبة عندما 
يكون لها أكبر حجم ممكن. 


الداخل بطبقة منتظمة عازلة تكون أقل ما يمكن إذا كان عمقه يساوى نصف طول ضلع قاعدته. 


9 أوجد أقرب نقطة إلى النقطة (0. 5) وتقع على المنحنى ص = + س٠٤‏ . 
(0 أوجد أقصر بعد بين | لمستقيم س - ۲ص + ٠ = ٠١‏ والمنحنى ص" = ٤س‏ . 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


تطبيقات على القيم العظمی والصغری م _ ع 


9 تو اما ارد ای ایک لسر رھ ا تقحل ساسا ال کر 
69 تعطى شدة التیار ت (بالأمبير) فی دائرة للتبار المتردد عند أى لحظة ن (ثانية) بالعلاقة ت = ٢‏ جتان + ؟ جانء 
ما أقصى قيمة للتيار فى هذه الدائرة. 
e e 8 2‏ 5 57 0 1 
(۸ ينمو حجم مزرعة بكتيريا موضوعة فى وسط غذائی طبقًا للعلاقة د(ن) = ۰ کچ حیث الزمن ن 
9) اب جہی مربع طول ضلعه ١٠سم‏ »م 3 ب ج بحيث بم = س سم» ن3 ج٤‏ بحيث جن = 
أوجد قيمة س التى تجعل مساحة ۵ ام ن أصغر ما يمكن. 
2 اب قطر فى دائرة طول نصف قطرها س رُسم مماسان للدائرة عند كل من|ء ب من النقطة ه على الدائرة 


رسم مماس آخر للدائرة قطع المماسين السابقین من ى ء ج على الترتیب . أثبت أن أصغر مساحة لشبه المنحرف 
أب جک تساوى ۲س" وحدة مربعة. 


يح |« 


سن 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


نا مقدمة الوحدة _ sS‏ 

۱ هل رأيت صانع السلال وهو يصنع إحدى سلاله؟ إن عملية تجميع الشرائح المتوازية جنبًا إلى جنب يؤدى إلى تكامل سلته. ساعد ذلك إلى محاولة العلماء 
اكتشاف طرق عامة لتقدیر مساحة أى منطقة مستوية بتقسم أي منطقة مستوية إلى مناطق صغيرة جذّا ثم جمع مساحات هذه المناطق الصغيرة لتقدير 
المساحة المطلوبة مما ساهم في اكتشاف علم 909101111117 وهو الحرف الأول من كلمة 5٠"‏ والتي تعني عملية التجميع» فى 
هذه الوحدة ستعرف طرق مختلفة 0 التكامل غير المحدد مثل التكامل بالتعويض والتكامل بالتجزئ لإيجاد مجموعة المشتقات اکھت لدالة متصلة 
على فترة معطاة ثم التعرف على التكامل المحدد من خلال النظرية الأساسية فی التفاضل والتكامل التى تربط بین التكامل المحدد والتكامل غير المحدد 
واستخدام التكامل المحدد فى إيجاد مساحة منطقة مستوية أو حجم جسم دورانى كما تتعرف على بعض التطبيقات الاقتصادية للتكامل المحدد واستخدام 
النمذجة الرياضية فى حل المشكلات الرياضية والحياتية . 


گا منرجات سام 


2 رفم فرك یہ گت 7 ۱ ۱ 
جددراسة 5 کی نهل يتوقع من الطالب آن: ا د(س) یس۲ ,| د(س) ی س حیث ددالة زوجية. 
یتعرف تكامل الدالة الآسية ».| ور“ وس 
يتعرف 2 ۷ ل: التعويض غير المثلثی؛ 
يتعرف التكامل الله (التقارية الأساسية فی التفاضل) يستخدم التكامل المحدد فى حل مشكلات تتضمن إيجاد 
حجم سطح دورانى حول محور السينات. 


۱ 
5 ۳+ س حیث د دالة فردية. 


ويستنتج بعض خواصه. 
١‏ :ز_ ٣٣۹۸۴‏ س )وس 


1 
اوس س 
E‏ يوس 
)س 


ا اا س٤٤‏ س 


ا س٤ء‏ س 


مشتقة عكسية ۸۶ 
تکامل غير المحدد Indefinite Integral‏ 
تفاضلی Differential‏ 
تکامل بالتعو يض Integration by Substitution‏ 


Integration by Parts تکامل بالتجزئ‎ 


تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية. 
طارح الال 

الک اس 

تطبيقات على التكامل المحدد. 


قاعدة 


تکامل محدد 


Rule 


Definite Integral 


النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل 


Fundamental theorem of calculus 


Areas in the plane المساحات فى المستو ى‎ 


حجوم الأجسام الدورانية 


Volumes of Revolution solids 


آلة حاسبة علمية - برامج رسومية للحاسوب. 


© س 


تكامل اندوال ا٭اکےهے 


من دراستك السابقة فى التفاضل | ےت 
تعلم أن مشتقة الدالة ف بالنسبة ‏ + [قه (س)] : ا ٢‏ العكسية 
إلى س حيث ھہ(س) = ه” + ه 
ھی ف۸(س) = هس 

إذا رمزنا للدالة فی۸(س) بالرمز 
د(س) فإننا نستطيع بعملية 
عكسية (التكامل غير المحدد) إيجاد عدد غير محدد من الدوال الأخری 
(ت(س) + ث) مشتقة كل منها يساوى د(س) تسمى بمجموعة المشتقات العكسية 
للدالة د إحداها يساوى ف (س) حيث: 


ڈ تكامل الدوال الأسية 
واللوغاريتمية. 
2 تطبيقات هندسية. 
< تطبيقات فيزيائية. 
تت 1د(س) وس 
ITS‏ 29 


مشتقه الداله 


8 ۹ المصطلحات الأساسية ) 


< مشتقة عكسية ۸+۷٤‏ 
2 تکامل Integration‏ أ د(س) وس - ت(س) باوث ۳ 5 ث ایت اختيارى 
د(س) = ٥ھ‏ › م(س) = ۸ھ“ > ف (س) = 


م0 فلم 


التكامل غير المحدد للدالة الأسية 


Indefinite integral تکامل غير محدد‎ 2 
Arbitrary constant  یرایتخا ثابت‎ 2 


۱ 
س‫‎ 
Indefinite Integrals of Exponential Function 


3 6 الأدوات المستخدمة ) 


. آلةحاسية علمية 


برامج رسومية للحاسب الآلى. 7 
تق مثال 
0 ۱ ۱ 

ا ١ھ‏ ”٣وس‏ ۵ءء ”وص © ۸۱م وع 
@ الحل 

© هوس اھ + ت 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


7 
ے 1 0 .ا 
12 سبب ہے ن GEO‏ 
۲ ۲ 2 
رج ١م‏ وع رھ وع ۔ 4 ھک بے وو کان اد(س) وس = اا د(س) وس 
[ حاول أن تحل 
0 أوجد 
am‏ 7 -0 = او am‏ 
۵ ھ ٣وس‏ @1. یع "اھ ”ص © ٣-٣٣٠‏ 
9 مثال 
© أوجد کل من التكاملات التالية: 
aS‏ 9 ہے عمس ٣چ‏ ۲س 
0۵۵3 ۸^ وس 2اا ہے۔۔ وس 


@ الحل 
@ ۸1 2 وس اھ +ھ )٣‏ وس 


GEO ہہ‎ 


= ج (ھس ۔سھ س) + ث 


| 1د(س) ± ص(س)] وس 
٦ @‏ ال اف لس ها ارس "0 +٤٤7٦‏ ےک 
= جس ۔ هماد +ث 
ق حاول أن تحل 
0 أوجد: 
9 س © 1(س" + ۲ھ۳٣)وس ‏ (جّ)١س‏ + ما'س)وس 


هت 


لاحظ أن: إذا كانت د(س) دالة قابلة للاشتقاق فإن: 


فق مث 
ہم جتا س ته س۲ ١+‏ 
@ الحل 


42 بوضع د(س) = جتاس .65.0 (س)-- جاس 


جتا س حتا جتنا 
ا اسک em‏ ٭ ساس اس ے ده" ہت 


"ا بوضع د(س) = س" + .٠. ١‏ 4(س) = ٢س‏ 
سس نا ازس - 18 و س( وس ٣ھ ٣٣۳‏ + ٿث 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


لا حاول أن تحل 
رك أوجد التكاملات التالية: 
ھا ا (جتاس جا + ۳س؟) وس 


(©) | (س 5 م) جرس" اس +* وس 


التكامل غير المحدد ثدوال تؤول لدوال ٹوغارتیمی24 Indefinite Integral of Logarithmic Functions‏ 


5 اھ > کا - 1١‏ 3 و 


(لو -س)- - ل حيث س ٠<‏ 
ھ س 


وبوجه عام فان بت لو |س| = ل حیث س7 
أن ان الذالة لى |[س| تس٠‏ إحدى المشتقات العكسية للدالة كك 
س 
مضاعفات الدالة 
9 مثال 
© أوجد كلا من التكاملات التالية: 
۷ 
ھا ا _۔- وس ا۵ا نوس 
س س لو ٣‏ 
© الحل ك 
س سس کت 
اك کا ۷ 
ہے سے ے صصح یا لكا ع ميمكت 25 حت 8 
ےس-۔ رج وک وکا 
ق حاول أن تحل 
(ك) أوجد: 
لو ٣‏ 5 لو س" 
0ا | حوس 9.ے-وس 189 ے۔ وس 
سی ٣س‏ لو ه س لو س 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


تكامل الدوال الأسية ۶'٥۷٥‏ ی"")+ 


ذه مثل 


ہے ۲ 
1 ج( 1 (٣س‏ ۔ 0 


MN 63‏ ۲ 
00 ا( 0 كس 9( + )وس 9 اسع 
س س س 
© الحل 

00 اا + )وس = | ٣س‏ وس + اوس = س + ٥‏ لو |س| + ث 

ڪڪ ٢ھ‏ س" 

2118 )وس = اه 1 ل وس - ل 1 سوس - ۲ھ لو |س| - + ث 
ہے اسن 112 وس" - اس + ١‏ 

3 5 ول للك وروي دز رس تھی سس 

س س س 
۳٣س" ١‏ 
3 ہے - ٢س‏ + چ لو |س| + ث حيث س غو ۰ 


[ حاول أن تحل 
62 أوجد كلا من التكاملات الآنية 
ء س" - ه س"-ع 
© شک :وس 
تن < 


لاحظ أن: إذا كانت د دالة قابلة للاشتقاق ء د(س) ٠‏ فإن 


فی مثل 


© أوجد كلا من التكاملات التالية: 


1 ٢١س ۳٣‏ اچس 
(J‏ اب س (ج) اظا 
١ 0‏ ٢١٠س‏ وس © 1 س" + س - ۲ یں جد یت 1 س کس 
© الحل 
7 
> 1 3 
للا" کا اکردتے ا وس = 1 ا وس تو | كا 


®3 7 
٠‏ (س' + ٣س‏ ۔ )٢‏ = لاس + ٣‏ 
٢س ۳+٣‏ 
نت وس د و إين؟ + اس - ؟] بدت 
س +س۔٢‏ 7 


اتل حاول أن تحل 

2 أوجد كلا من التكاملات الآتية: 
7م چم 1 س -ع © 1 (س + ۲) و س 
© اظتا ات و تمد (ج) 
هد س وس > س" + ۲س وس پت س؟+٦س‏ + ١‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعاععى 


9م مثال 
© تطسقلت هنحسيق منحنى ميل المماس له عند أى نقطة عليه (س ء ص) يساوى "2 أوجد معادلة 
المنحنى إذا علم أنه يمر بالنقطة (ھ ء ۳ھ (٥+‏ 
@ الحل 
بفرض معادلة المنحنى ص = د(س) 
كل فان عند ال کان ل ل 
س س 


رض جا کس ےا مت ارس 
س سس 
.. ص = ٣س ٢٢+‏ لو س+ث حيث ث ثابت إختيارى 


. المنحنى يمر بالنة لنقطة (ھء "'ه + 0) فهى 3 تحقق معادلته أى إن: 


اللا مم أت 2" 
و تکون معادلة المنحنی هى: ص = ٣س‏ + 7 لو س + ؟ 
اتا حاول أن تحل 


0 ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة عليه (س» ص) يساوى لب وكان د(ه) = أوجد د(۲ه) 


فق مار 
© تد قد ميق إذا كان معدل التغیر فى مساحة سطح صفيحة م (بالسنتيمتر المریع) بالنسبة للزمن 
ن (بالثانية) يتعيين بالعلاقة ك = ه 35 وكانت مساحة الصفيحة عند بداية التغير تساوى ۸۰سم' 
لجدلا حرطل یجان ٠‏ ثوان. 
© الحل 
E a‏ تاوق 
مساحة سطح الصفيحة م = | 5 ون = اھ دون 


= اھ إد ب ث 
عند بداية التغير ن = e » ٠‏ وتاك 1 
ويكون مساحة سطح ا ف لصفیحة فى أى لحظة م = ۹۰ اھ ا 
بعد ٠١‏ ثوان .. مساحة سطح الصفيحة = ٠٦۹ھ‏ "سم 


اَل حاول أن تحل 
أسبوعيق و٤‏ أسابيع ھی على الترتيب ۰ ٠‏ وحدة. أوجد مبیعات المصنع بعد ۸ أسابيع. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


5# تمارينس-|ا $¥ 


اخترالاإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


0 إذا کان لاس) = ج تھے + هاس] , د(0) ۱ء ھ()۔ 
(©) (س) 


@ -ھ(س) 


(ج) -4(س) 


فان د(س) 


۰ (س) 


0 إذا كان ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه (س ء کے ہس د فان ت۷ ساروف 


© ع 


© 1 طا6, 9 تساوى 
1) - لو اجتا6|+ث 


هم 


(4) | ٤س‏ هس" وس تساوى , 


() ےھ +ث 


أوجد كلا من التكاملات الآتية: 


0 1ھ“ وس 

| ® 

©1 سیت 2 
16م 


جا س + جتا س 
E‏ 


- لو جتا 6 +ث 


اك ۲ 
با مس دث 


“٤ 8‏ (ج جا 


١ 0‏ (۷س' + ٢ھ‏ ")وس 
مد 
ا وى س 
109 


س" ١+‏ كس 


٢س‏ 
وس 
(س+١)‏ 
1 ٣س‏ - 6 
59 ا كس 
(۱+ لو س)" 
5 ىس 
س 


(ج) لو جتا 0 +ث 


رج ٢‏ ھ١۲‏ +دث 


۵ھ 
0 | لو جنا 0| + ث 


.0 5 
رداعهس'دث 


21 -ه ")وس 
9 ] ٢ھ“‏ (ھ“ + )"وس 
0 .0 

۳9 - ىم س 
)ےش وس 


@ 1 (لوس)" 4 
س 


١6۵‏ ٤ھ“‏ + س هراس سن 


س هات 


د(۰) = ١‏ آوجد د(۳) 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدکتور محمد رزق معلم الكيمياء التعلیمی 


إيجاد الدالة الأصلية لدالة معطاة. 
إيجاد تفاضلى دالة. 

حساب التكامل بالتعويض. 
حساب التكامل بالتجزئ. 


5 ۹ المصطلحات الأساسية ) 


الجشتقة العكسة Antiderivative‏ 
التکامل غير المحدد 


Indefinite Integral 


Differential تفاضلى‎ 


3ے ۹ الأدوات المستخدمة ) 


آلة حاسبة علمية. 


سبق وتعرفت على المشتقة العكسية أو التكامل غير 2 

المحدد وهو عملية عكسية لعملية الاشتقاقء فيقال 

للدالة ت أنها مشتقة عکسیة للدالة د فى فترة ف إذا 5 
ر 


۲۴٣ 


كان: ست ت (س) = د (س) لکل س3 ف 

عند إضافة أى ثابت للمشتقة العكسية ت» (يعرف 
بالثابت الاختيارى) مكل المشتقة العكسية عندئذ 
بمجموعة المنحنیات ص = ت (س) + ث التى ر 
تختلف عن بعضها فى الثابت ث وميل المماس لأى 5 
منها متساوى لذلك فهى منحنيات متوازية كما فى 

الشكل المقابل» وقد اصطلح على تسمية مجموعة المشتقات العكسية هذه بالتكامل 
غير المحدد ويرمز له بالرمز: اد (س) ىو س ويكون: 


اک 


| د(س)ء س = ت (س)+ث 
للتكامل غير المحدد الخواص التالية: 
إذا كانت دعس الین هما عشدتتان عكستان فى القدرة ف فإن: 


23 د( س ص (س) ]وض دا ×زس ارس عاض س )وس 


۲۔ أ ساس قا درس اوس حيث ك عدد حقيقى ثابت 
لاحظ أن 
١ ۱+ :‏ 
اس ی س ج +ہث حيث ن عد -١ء‏ ث ثابت اختيارى 
3 


وعلى ذلك 
اس +ع +6 و س = س + ۲س" + وس + ث 

© عملیة إيجاد المشتقات العكسية يتطلب معرفة صور التكاملات القياسية لبعض 
الدوالء إلا أن التكاملات المطلوب إيجادها قد تظهر بعيدة عن التكاملات القياسية 
وهو أمر يتطلب التعرف على طرق أخرى للتكامل منها التكامل بالتعويض 
والتكامل بالتجزىء اعتمادًا على تفاضلى الدالة. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


النفاضالات Differentials‏ 
إذا كانت د دالة قابلة للاشتقاق ء حيث ص = د (س) 


من تعریف المشة 
کا ر 5 | ذ۸ص _ | د(س + ۸س 
کس د (س) = ارچ 5 ESA:‏ 
عندما ھ2 س سے فإن: 
وی ا 2 وی عندما ۸ س 
دس 


.٠.‏ ۸ص = /(س)۸س ‏ (بالضرب × ۸س) 


-١‏ تفاضلى ص (ویرمز له بالرمز و ص) = رش) کاس 
”- تفاضلى س ( ويرمز بالرمز و س) = ۸ س 


سے س فإن: 
ات 


إذا كانت ص = س" فإن: ى ص = 


ق ل تفاضلى الدالة 
0 و تفاضلى کل مما يأتى: 


©“ وص - ) 00 وس 22 ظ أن 
ان 
ہے ) 20 ل٠‏ 4 س 


= عل وس+ل ٠ع‏ وس 
وص داعو ل+لوع 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء التعلیمی 


لا حاول أن تحل 


() أوجد تفاضلى كل من: 
(ل) ص = (۲س + ه)* @ ص -د٠' ٠٠‏ 
نف ناة :إذا کان س" + ص" = ه؟ أوجد: ئ ص بدلالة س ء ص» وس 


التكاملات الأساسية (القياسية) 
لا توجد طريقة عامة لڑیجاد تكامل الدوال المختلفة تماثل طرق إيجاد مشتقات هذه الدوالء إذ ينحصر إيجاد 
تكامل أى دالة د فى البحث عن دالة تكون مشتقاتها هى الدالة د وهذا يتوقف على مدى استيعابك لمشتقات الدوال 
الأساسية السابق دراستهاء والتى نلخصها فى الجدول التالى: 

جدول مشتقات الدوال الأساسية والتكاملات القياسية المناظرة 


HS 


0 7 > 
کے ررس نس 23 Eh‏ +ث 0۵8 09 
وس ن ١‏ 
ے۔ (جاس) = جتاس ا جتاس و س - جا س +ث 

کت 

و کیا 2 ا تحت 
ری (< س) = - ہے ا 

كت 

Ù۲ 1 : 2۷ 8 3‏ +۱ 
کٹ .تہ - »ين 3 صہ ۵١‏ ی یس طا نت بر - ]ن 3 صہ 


اا ال د 
ا 


ا قتا س ظتاس و س = -قتا س + ث 


ا ٍ۹ و 

لد اسداس دا ۹ ١١9٥۹9٥١-۰‏ ۶ہ ce‏ س. 
و س کر 

. > س‎ ET 

دس س 


التكامل بالتعويض Integration by Substitntion‏ 
من أهم طرق التكامل لإيجاد تكامل حاصل ضرب دالتين 
على الصورة:.أد (س (س)) م“ (س) ۶ س 

فإذا كانت ع دس (س) دالة قابلة للاشتقاق 

فان وع >می/(س) ئ س ویکون: 

اد (س (س)) ملاس) وس = اد (ع) ومع 
© لإجراء عملية التكامل بالتعويض نتبع المخطط المقابل: 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیمناء التعليقى 


طرق التکامل 


۴۳ 
تق مثال التكامل بالتعويض 
() أوجد 
اس (س۔۷)* وس © جكب وس 
© الحل 
ر0 بوضع ع = ٢س‏ -۷ .٠.‏ وع ح۸س وس 
4 4 
| س' (س۶۔۷ ىس - ا ھت ھکال 
٥ ۱‏ ۱ 5 
= ۾ اع وع = س ع +ث 
=۲ س؟ - /)' + ث 
ابا بوضع ع = س + ۸س .ی ع = (۲س+۸) ی س۲ (س +غ) و س 
+ + ۱ 
فك كع EAE RSs‏ 
(س" + ۸س)" 8 '" (س'+۸س' ۲ ع 0 
= 0 5 
eT‏ 
- +دٹ 
٤(س'‏ +۸س)' 
اڑا حاول أن تحل 
7 أوجد : 
( ۳س (س۳+۲)؛ و س ® التي وس 
قی مثال التكامل بالتعويض 
)٣(‏ أوجد 
نا اس (س +٤)۷ؤ‏ س ت0 ٦‏ . س ١١‏ وس 
© الحل 
ا1ا بوضع ع = س ٤+‏ .اس = ع ٤ۓءوس۔وع‏ 
ا س(س+ع)۷وس ۔اع۷(ع۔٤)وعحا(ع'۔:ع")وع‏ (تعويض) 
اع حم وٹ (تکامل) 
= ۾ ع۲(۹ع-۹)+ث (تبسیط) 
حجر (س )١- س٢( ')٤+‏ (تعويض عن ع) 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء انتعلیمی 


ا بوضع ع -س 1 التبسيط صورةالتكامل .س < ع ٠١ء‏ س۔٢ع‏ اع 


ا(س'"+٥)ا‏ س ١١‏ وس ع۔ا[(ع۶۲٢)"+]×‏ ع ٣×‏ ع وع (تعويض) 
erx [er +g] =‏ یع 
= مازع +ع +ع وع (تبسیط) 
۶ى 00 (تکامل) 
= ج ع٣‏ [ہ ع١٤٤۱‏ ع۷۰+۲]+ث (عامل مشترك) 


ات [ہ (س -١)'٤٢٠(س-۱)+۷۰]‏ +ث (التعويض عن ع) 


سے (س ١٠‏ " (دس" + ٤س‏ + 1۱) + ث 


ق حاول أن تحل 
© أوجد التكاملات الآتية: 
@ | س (ا#س ۴)؛و س © س'۲ ۴س+٠‏ وس 
فم مثال التكامل بالتعويض 
(ك) أوجد : 
“٢ ۵‏ وس © 1 ٦سھ‏ ٣٢٣وس‏ 
@الحل ‏ "ا 
() بوضع ع = ۷+۱ س 7 لاس داع اءس-(ع-)" 
ئ س=۲(ع-) 5ع 
11 جن وس 0۲۳0" ہے ×۲۷(ع٥١)وع‏ (بالتعویض) 
ne‏ کت + ث (ہالتکامل) 
=( ۱(۷ + لاس" + ث (بالتعویض عن ع) 


با بوضع ع دس" اٹ وع = اس یس 
1 ٦س‏ هرس" وس ٣‏ ام ت٢‏ ( ۲س و س) 
ىاھ یوع۔٤٣ھ+ث‏ (التعويض والتكامل) 


-؟ هاس" اث (بالتعویض عنع) 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


طرق التكامل 


٢-٢٣ 
اڑا حاول أن تحل‎ 
أوجد‎ )6( 
ھا 1 کوس © ا (۴-س) ھ س یوس‎ 
س٣‎ -١ 
رت مثال التکامل بالتعویض‎ 
أوجد‎ )۵( 
وس 9) ك‎ 2*1 
لاس" - ان‎ 
الحل‎ @ 
و ع داس و سن‎ ١ أ بوضع ع = اس"‎ 
5 سء ہا‎ ٦ 3 هس‎ 
سوس ے 712" الہ‎ 
۷ین ٢ت۷ 4ے دع (التعويض)‎ ١ 1 كس‎ ١ - لاس"‎ 
ج لو اع | + ث = ج لو |۷س'۔ا|+ث (التكامل والتعويض)‎ = 
۱ ® 
SS Ce 
۱ ۷لو‎ 
موس =1 لو س ( و س) عاع وع (بالتعویض)‎ ' 1 
ے٢‎ 
٭ یج‎ CF7 
-2[لو (س)]' +ث (بالتكامل والتعويض)‎ 
آي حاول أن تحل‎ 
أوجد‎ ©( 
١ "اس ہے‎ N 
0 1 © ھت‎ 0 
موسرم لاك 7 2ف‎ 


تفكير ناقح: باستخدام التكامل بالتعويض أثبت صحة قواعد التكامل التالیة: 


١-.11د(س)]ن‏ 4(س) وس - انها بن حيث نغ ١-‏ 
/ 

ا وو ادات عب اند 
د(س) 5 


Integration by Parts التكامل بالتجزئ‎ 

إذا كانت ص» ع دالتين فى المتغير س وقابلتين للإشتقاق» فإن: © `` 

و 75 دع وص 

ےو شف صن ہے 
بتكامل الطرفین بالنسبة إلى س 


س (صع)وس اص كوس + اع شش وس 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء انتعلیمی 


رے نے 

أى أن:.اص ع 5 ص ع .اع و ص 
تسمى المعادلة السابقة بقاعدة التكامل بالتجزىء ء وتستخدم لإيجاد 
تكامل حاصل ضرب دالتين ليست أحدهما مشتقة للأخرىء ذلك باختيار 
مناسب لکل من ص ء ع بحيث يمكن حساب التكامل بالطرف الأيسر 
بطريقة أسهل من حساب التكامل بالطرف الأيمن» وتتبع المخطط المقابل 
كما يتضح من الأمثلة التالية: 


ف ل النتكامل بالتجزئ 
() أوجد: 


@ اس “وس © اس" ھ سوس 
@ الحل 


0 ضج2 ا س ه ”٣و‏ س: 
نفرض أن: ‏ ص -سء َ وع =ھ ٣وس‏ 
.٠‏ ۶ص =۶ س ع اھ سو س -هاس 
اص و ع = ص ع - 1ع وص 
اسک "×زس یس وا و کو من عدن هھ و وقد هس ات 
ملاحظة هامة: إضافة ثابت إلى الدالة ع لا يغير من النتیجة (أثبت ذلك) 
ت0 لإيجاد | س'ھ سو س: 
نفرض أن: ص = س" ۶ ع ھ وس 
ا تج ععا ها دو س -ھ ٣‏ 


اس کے ورين مس اميك ]اس هه وس 
مسا فا س ه ٣وس‏ 


اس عراضم بن = هات (س )١‏ + ث من أ 
.ہملس“ ث 


هات [س' - ٢س‏ +؟ ] + ث 


لیا حاول أن تحل 
2 أوجد: 


@ اس م “سوس © ٛس٢ھ‏ ۰۶۳٣ء‏ س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


طرق التكامل 


لاحظ أن: 
إختيار ص وع يتوقف على: 
1 ض سط من ض ٢‏ ع اسهل فى التكامل 
منا 
قی سر تكامل بالتجزىء 
(۷) أوجد 


12 لو س و س (ب) ا ن لو س وى وس 
@ الحل 1 
® بفرض أن : ص ع او سن ئح =وس 
رک ععا و س = س 
٣ن ٠‏ 
| لوس وس دس لو س-.ا س × و س 


= س لو س - س + ث = س ( لو س )١١‏ + ث 


ابا نفرض أن ص - لو س 1 و ع دس وس 
۱ ۱ 
وص عب سن ع = اس وس - + س" 
١‏ 
اس لو سوس ماس" لی سا س وس 
١ ١ ١ ١ ١‏ 
= ج س' لو س - + س' + ث = ج س" (لوس - ج) + ث 
لا حاول أن تحل 
(۷) أوجد: 
ھا ا لو (س+١)‏ یس © وس + ۷س )وس 


eT 
أوجد:‎ )۸( 


چس س ® 
1 معن وس با وی 
(س + ")١‏ ۴ س+۱ 
©> الحل 


(6 لاحظ أن (س ')١+‏ أسهل فى التكامل 
بوضع ص = س ه نتن چ وع -(س+١)‏ وس 
١‏ 
تو ا ل تح 2217 


س ھ٣‏ س ھ٣‏ 5 
× س + \ 
) +( وس + + (س )وس 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعایمی 


2 ف 1 هما دو 
س٢٥‏ 
اسك 1 رن 2 وق 
س ١+‏ امن 132 
87 
ابا بوضع ص ع سن وع۔(٢س+٠۱)'‏ وس 
3 سے ف 0 
تو وھ ٢×‏ 
٤س‏ ۴ ٦‏ ۴ 
ِ و س = ٣س‏ ( ۲س )١+‏ - + ( ۲س + ۱) ٤×‏ ئس 
؟س ١+‏ 
2 بر شنا 3 
= ٣س‏ (٢س ')٠+‏ ہت (۲س ")١١‏ حدث 
۳ 2 
= جح (۲ س ")١+‏ [١٠س‏ -” (٢س‏ +۱)]+ث 
۳ 
۲(٦ =‏ س ”)١١‏ (٤س‏ -۳) + ث 
انل حاول أن تحل 
(۸) أوجد : 
٠‏ س + ٥‏ ب س 
و © سخ و 
ه اس 5 ۷ س+ ۳ 5 


تفكير ناقد: هل يمكنك إيجاد | حتف وء س بطريقة التكامل بالتعويض؟ فسر إجابتك. 
۲س٣‏ 


بعض تطبيقات التكامل غير المحدد 
إذا علمنا أن الدالة ى تعطى ميل المماس عند أى نقطة على منحنى الدالة د فإنه یمکن أن نعرف الدالة ت من عملية 


التكامل غير المحدد للدالة م حيث: eT‏ 

يلاحظ أن هذا التكامل لا يعطى دالة وحيدة إذ يحتوى على ثابت اختيارى يمكن تحدیدہ من البيانات المعطاة. 
متا 

ق فيل معادلة منحنی دالة 


)0 إذا کان ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة (س ء ص) واقعة عليه يعطى بالعلاقة س (س) = 
فأوجد معادلة المنحنى إذا كان يمر بالنقطة (۱ء ۲ھ) . 


س ھ٣‏ 


(+ 


© الحل 
0 6 +-ص 96ت 0 اسا دا ساؤس 
:. د(س) -] ہے وس = شم +ث [من حل مثال1(۸)] 
2 سی 011.1“ کے کے وت 


O09) 


۳ ےت ھ٠‏ ۳ 
ث = ه وتكون د(س)>ے_ + ها 
۲ س ١+‏ ۳ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


ق حاول أن تحل 
32 أوجد معادلة المنحنى المار بالنقطة )١٠١(‏ والذى ميل المماس له عند أى نقطة (س ء ص) واقعة عليه يساوى 
س۷ س5 ١+‏ 


٭ Tra‏ 
یچوس ا اشسکٹتھوشس تی 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
() اس (س'+٠)'‏ و س يساوى 
(أ) ل (س"+م)'دث @ 2 چ“ (س" + ۳)' دث (ج) + (س" +م)* +دث (د) + (س'۲+٣)؛+رثٹ‏ 
0 إذا كان .| (؟س +2) لو س ی س = ص ع -ع ى ص فإن ص ع يساوى 
([:سوس . © (س+۴) لو س (ج) ۽ (۲س ء٣‏ )لو س (۵) س (س+©)لو س 
لگا م ' ٣۶‏ رٹ © کا م ۲+۳ + ث (ج) -م ۲ ٢۲+٣‏ +دثٹ (ه) ذم ۴۶ +ث 


باستخدام التعويض المناسب أوجد التكامالات الآتية: 


(6) اس (س ٤)۲‏ و س (ق) اس" (س -۲) "ی س 2 اس'(س'-١)'وس‏ 
(۷) اس ۷س ٤+‏ وس (۸)ا(س'۔١‏ ۷س + یس () اس (س+۳)٤‏ ی س 
س + \ 

بے ہس وس 3-3-2 - 

19 سوس 00 © 1 ویس 
٢س‏ -۱ 2 س 

© 1 دس کے الس © ا توس 

ھ س س س 

باستخدام التجزىء المناسب أوجد التكاملات الآتية: 3 

9 ٤س‏ ه "سو س 9 1س ھ ۳ء س 9 1-یس 

69 ا س٣‏ لو سو س 9 الو س٢‏ س 9 ا (لو س) "ی س 
2 9 | (س +۱)'ھ یس 169 س (لوس)'ی س 


أجب عن ما يأتى: 

© أوجد معادلة المنحنى الذى يمر بالنقطة | (؟2©)» وميل العمودى عليه عند أى نقطة (س » ص) هو -٣‏ س. 

ےہ س رش و سس ےت المي لكا بان 
المنحنی يمر بالنقطة (. 2 ( 


€9 أوجد معادلة المنحنی ص - د (س) إذا کان تح اس + ب حیث أء ب ثابتان وللمنحنی نقطة انقلاب عند 


القظة (: نوع سو تام )اكه اد gE‏ زی 


بيبل" 


التكامل المجد د 


9 سف تتعلم ) 


< مفهوم التکامل المحدد. 


إذا كانت ص = د(س) » وميل المماس عند أى نقطة (سء ص) على منحنى الدالة د هو: 


وص 
حت = /(س) =۲ س +۳ 
وس 


استخدام النظرية الأساسية فی 
التفاضل والتكامل لإيجاد التكامل 
المحدد. 

بممروخراس الكامل | مل سیگ تمن قيمة محددة لكل من 4]9(5د() :د(6 د5( ؟ فسن إجافك: 
لاحظ أن 

١‏ من تعريف التكامل غير المحدد: 


5 ۹ المصطلحات الأساسية ) 


Definite Integral تکامل محدد‎ 2 


ص ا 4(س) وس = د (س) + ث 


فی التكامل حتى یکون شاملاً لجميع الدوال التى معدل تغيرها هو د(س) وعلی 
ذلك فإن التكامل غير المحدد لاينتج قيمة محددة تناظر قيمة معينة للمتغير س . 


٢‏ إذا كانت قيمة التكامل عند س -أهى د( أ) +ث 
وقيمته عند س = ب هی د(ب) + ث 
. الفرق بين قيمتى التكامل عند س = |ء س - ب 
يساوى د(ب)-د(1) وهو قيمة معينة (مهما كانت قيمة المقدار الثابت ث) 


3 ۹ الأدوات المستخدمة ) 


3 آلة حاسبة علمية 


ويرمز له بالرمز ا (س) و س حيث : 


برامج رسومية 
E EN‏ 


وتعرف هذه الصورة بالتکامل المحدد. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


التكامل المحدد 


ا 

6 تفلم _ 
النظرية الأساسية فی التفاضل Foundamental Theorem of Calculus‏ 

اذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [اء ب]ء وكانت ت أى مشتقة عكسية للدالة د 

على نفس الفترةء فإن: 

الا 

ملاحظات: 
١‏ يسمى ,ا د(س) ی س بالتكامل المحددہ ويقرأ تكامل د(س) بالنسبة إلى س من | إلى بء وهو عدد حقيقى 


® الحدان السفلی والعلوی للتكامل المحدد أى على العددين اء ب على الترتيب. 
١‏ قاعدة الدالة د 
اما رمق المتغير س فيمكن استیدالہ بای رمق خر دوق أن يؤثر ذلك ,على مقدان التكامل» أى آن: 
ہا ” د(س) وس را ” د(ص) وص = را د(ع)وع 7 
ولذلك نکتب أحيانًا 
۲ يعبر عن ت(ب) -ت(ا) بالصورة [ت(س)] , أو ت(س) 7 
۳ يمكن الحصول على التكامل المحدد بإيجاد التكامل غير المحدد مع إھمال ثابت التکامل (لماذا)؟ ثم التعويض 
عن المتغير بحدى التكامل. 
٤‏ تطبق جميع قواعد التكامل غير المحدد وجدول التكاملات القياسية عند إيجاد قيمة التكامل المحدد لدالة 


فان: 
N‏ 3 [د(س) + ص (س)] 8-5 ۶ ۶ ئ2 


٦‏ با كد(س) ى س=ك را د(س) ئس حيث ك دع 


© أوجد التكامل المحدد للدالة د من س --؟ إلى س ٤>‏ حيث د(س) = اس" - ؟ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء انتعلیمی 


@ الحل 
الدالة د كثيرة الحددود متصلة على ع 


٦ ۱‏ (؟س" - ؟) و س - [س" - ال 
])٤( ۔۲)٢-([‎ - ])٤(٢-')٤([ =‏ 


ع31۰--۸+۸-٦٤-‎ 


انل حاول أن تحل 
() أوجد قيمة كل مما يأتى: 
٥ 5‏ ۳ 7 
® .1 (۷س +۴) وس رگ E‏ ون جا جا جتا0ء 0 


> إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [أاء ب] فإنها تكون قابلة للتكامل على هذه الفترة. 


تفكسناة 
ما الفرق بين التكامل المحدد والمتكامل غير المحدد؟ فسر إجابتك. 


Properties of Definite Integral خواص التكامل المحدد‎ 


إذا كانت د دالة متصلة على [أء ب]ء ج 3] أء ب [ء فإن: 


۱م "00ھ080 -- ,ا د(س) و س 


۱ 
2 1 د(س) وس ٠-‏ 
5 


“ام ہا د(س) یس عہا د(س) یس + ا د(س)وس 


9 ,6 کانت و دا صلاعل عد يا لس ازس کت اس جع اوعد اہارس 


©> الحل 
٠‏ د متصلة على ع ء س - ٣‏ تجزىء الفترة [21 5] 
كه ا داوس عيبا لاوس قا ازس خاصية (۳) 
عا و اھ ارس خاصية )١(‏ 
١82(۹‏ ت۷۰ 
أل حاول أن تحل 


Elb a ارس حتف ا درس ررس حدها‎ E Ela e 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


التكامل المحدد 


۳-۳ 
© أوجد ہا |س-*| وس 
۱ 
© الحل 1 -(س - ؟) عندما س < ۲ 
من تعريف دالة المقياس نجد أن |س - ؟| - > د متصلة عند س -؟ 
س-٣‏ عندما س >> ۲ 


٥ 7 ٥ 
ا اس اوس جا إنى اوسا اناوس‎ 


عي 'فسراھس یس اتوس 


س٢‏ س٢‏ 
-[كس- ]5 +1 ٣س‏ ]م 


۳ ۹ ۲٢ ۹ 
ے>)۹+-۔-۱٥۔۔(+)ج۔-۹(>‎ 


لاحظ أن المساحة الملونة 
8 ارڈ 7 3 
ليا حاوں أن تحل تساوی - وحدة مربعة 
(۳) أوجد: 


چم ٢۲‏ ڪڪ ۳ 
0ا إس+١|اوس‏ 9 ا |س'۔٤|ءوس‏ 


9 مثال حساب قيمة تكامل محدد بالتعويض 


8 أوجد قيمة ,1 س۷ س +۴ وس 
© الحل 
يمكن الحصول على التكامل المحدد بإيجاد التكامل غير المحدد أولاء ثم التعويض عن المتغير س بحدی التكامل: 


لایجاد اس ...00 نضع ع = س +" ,“ع - سىس 
. اسلاس'+؟ وس- 1± س +۲ («#سوس)-+ ۱ع وع (تعويض) 
- اع یع > ع +ث (تکامل) 

ے ےج ا(س'+٢)‏ دث (تعويض عن ع) 


TW= vO 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


€ حاول أن تحل 


(ك) أوجد: 


٢ ٥ 2‏ 
® 1 سمأ ٢٥۲-۔س'‏ واس © .1 سما س +" وس 
لاحظ أن 
-١‏ يمكن حل مثال ٤‏ مباشرة بإيجاد قيم ع المناظرة لقیم حدى المتكامل (س = ٠ء‏ س -؟) 
علد س = ۰ e‏ عند س - ٣‏ ت۷ 


E. YT ۳‏ 2 
.ا س۷ س٢٣‏ وس = چ ہا عاو س= ام ع" 


٢۔‏ فی بند حاول أن تحل ٤‏ ب: د(س) = س" ۷ سص'+٣‏ دالة فردية 


وفى بند حاول أن تحل ٣ب:‏ د(س) = |س"- |٤‏ دالة زوجية 
للدوال الفردية والدوال الزوجية فى التكامل المحدد الخواص التالية: 
-١‏ إذا كانت الدالة د متصلة وفردية على الفترة [-أ» أ] فإن: 
1 2 
,ا د(س) و س - صقرا 


"- إذا كانت الدالة د متصلة وزوجية على الفترة [-أء أ] فإن: 


د(س) و س ۲ د(س) وى س 


باستخدام الخواص السابقة تحقق من صحة إجابتك فى حاول أن تحل ٤ ٣٣‏ 
9 مثال التكامل المحدد للدوال الفردية والزوجية 


(۵) أوجد: 


۳ سن"-م‎ ٢ 
ہج ورس) (©) ا (سص'-١)ء س‎ ® 
الحل‎ © 

(0 د دالة متصلة على ع 

0 (س)؟۔۴(-س) ‏ س"-لاس 

. د(-س) - (-س) ١+‏ س +۱ = - د(س) 

؟ س٢۔٣‏ 
ae‏ 1 ل صفر 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


التكامل المحدد 


() د دالة كثيرة الحدود متصلة على ع 
٠‏ د(-س) = (-س)"-١-س'‏ - ۱= د(س) 
ةله و و ی اھر :1رس 


۲[ س" - س] = ٢٢۶٦۶٢‏ 
[ حاول أن تحل 


(۵) أوجد 
1 
@ ,1 کپ وس © ا( +7 جتا ۲س) و س 
س 
مس 
١‏ إذا كانت ددالة فردية متصلة على الفترة ]٤٥٥٦+[‏ ء .ا د(س) ۶ س ٩=‏ ما قيمة ,ا د(س) ىو س؟ 


4 ۷كا انت ماله وة اا على اسراتھ غلاء ا دش و >۲ 
٢۲۲٢ ۳‏ 
ا د(س) ی س ٦ء‏ ماقیمة .| د(س)و س؟ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


التكامل المحدد وتطبيقاته 


- لبلل, ضس_->١‏ ]_[ي2للللل..] ‏ _ ملالس سمس لحي 
 ###‏ تمارينس م جم 
اختر الإجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 


٥ ۳‏ ° 
02 إذا كان ,أ د(س) ی س ۱۷ء .ہا د(س) ی س - ١١‏ فان ,ا د(س) ی س يساوى: 


)۸ إب) ع ( ٤‏ (ھ) ۲۸ 


۱ 
© إذا كانت د(س) = |س|ء فإن ,ا د(س) و س يساوى: 
ر ١‏ © صفر 2090 (ه)ع 


أوجد قيمة كل مما يأتى: 


لہا ساس انور تا ةن ادس 

O‏ .1 س(س" -۳)' و س @ .1 س" س +۱ وس 
گل سوس امن 9 ٠‏ سسا وس اس6 س٣۱‏ وس 
© .1 ؟جا»ع وع ٦.90‏ ظا ع قاع وع 69 .ا (١س‏ ۔-۷ض۳)و س 


أجب عن ما يأتى: 
©6 إذا كان 1 نف اوس ا ص(س) و س = ۔٢‏ احسب قيمة 


6ة [د(س) + س(س)] یس © ,ا [د(س) -س(س)] وس © ,ا ٣‏ س(س) وس 


3 كان ندال ملاع القدرة 2727 ا در اس۷ اجب لیڈ 


٤ EM ET 3 3 3 =‏ : 7 
00 ,ا [د(س)+۲] یس # ا د(س)ءوسءدفردیة (©) ,| د(س)ء س٤‏ دزوجیة 
۲ عندما س >۲ 5 ٦‏ 
9 إذا كانت د(س) - أوجد .| د(س) ی س 
س عندما س ٤>‏ ۲ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدکتور محمد رزق معلم الکیعیاء التعلیمی 


"فب 


2 مم ما 


تا علق التكامل المحدد 


اس 


الشكل )١(‏ الشکل (۲) الشکل (۳) 


)اک لسر الأشكال ا اتھا سب را "وس ایس سیک و(س] معاد له انی 
والمستقيمان س = أء س = ب يحدان المنطقة الملونة. 
۳۔ 


قارن بين مساحة کل شكل وناتج التكامل المحدد لەء ماذا تستنتج؟ 


مساحة منطقة محددة بمنحنى الدالة د ومحور السينات فى الفترة [أء ب] 


a3‏ إذا كانت د دالة متصلة على الفترة [أء ب] ء م مساحة المنطقة المحددة 


بمنحنى الدالة د ومحور السينات والمستقيمين س 5 ٤‏ 
مہا ” |د(س)| یس 


س - ب فإن: 


8 مثال المساحة تحت النحنی 
© يبين الشکل المقابل منحنى 
د(س) = ا + ٤س‏ 
المنطقة المحددة 2 الدالة ومحور 


الدالة د حيث 


- س" أوجد مساحة 


س = ۱ء س ٤=‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


التعرف على المساحة كتكامل 
محدد. 

إيجاد المساحة المحددة بمنحنى 
دالة ومحور السينات على فترة 
إيجاد حجم دورانى ناتج عند دوران 
منطقة محددة بمنحنيين حول محور 
الغنيتاث. 


٦‏ المصطلحات الأساسیة 


Area مساحة‎ 2 
Unite Squared وحدةمربعة‎ 2 
Axis of Revolution محورالدوران‎ 5 


Solid of Revolution مجسم دورانی‎ 


093 الأدوات المستخدمة 
اله حاسية عة 


برامج رسومية للحاسب الآلى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


© الحل 
د متصلة على الفترة ]٤١٤[‏ » د(س) > ٠‏ لكل س 3 ]٤١٠[‏ 


کا د(س) وس اجس ا و ن 
= [س + ٠س'‏ - ل س"]ء, = ]£+ [t-+1]-[Ê-rtr‏ 
- 0م - گا ؟ + - ؟1 وحدة مربعة 
للا حاول أن تحل 
9 وح اة الونطتة النحدةة دن الدالة ف ومحون الاک والمسكارنين ‏ س د اء س 2 حت 
د(س) = س" ١+‏ 


ق مثال المساحة فوق محور السينات ومنحنى دالة 
©) أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة د: د(س) = ]| ۲س۲ والمستقیم س ٣٣‏ وفوق محور 
السينات. 
© الحل 
نوجد أصفار الدالة بوضع د(س) = ٠‏ 5 


کرٹ 3 ام ا“ 5 5 
۲٢ س٢ ٣.‏ = ۰ أىان:س - ١ 7 ١‏ إشارة د 


د(س) < د(س) <۰ 


.. المساحة المطلوبة م ا و وس 


r ۲ ۳ 57‏ 
نا واي ')۲٢‏ رسك اح (اس 1۷۶ ا 


۲ 3 5 م ار“ 7 
دع [10-58-+(5)' -1 وحدات مربعة 
ق حاول أن تحل 
© أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د:د(س) = ججح والمستقيم س ٤‏ وتقع فوق محور السينات. 


و فال ااتسلاحة و يكست ومهووالسينات 


© إذا كانث5:]-» ]٣‏ ے ع حیث د(س)-س"-ء+س أوجد مساحة 
المنطقة المحددة بمنحنى الدالة ومحور السينات وتقع أعلى محور 
السينات. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعاععى 


تطبيقات على التكامل المحدد 


4-۳ 
© الحل 
نوجد نقط تقاطع منحنى الدالة مع محور السينات (أصفار الدالة) 
د(س) = س" - ٤س‏ = س(س" - 4) = س (س - ؟) (س + ؟) 
عندما د(س) = ۰ .تدس ده أو س = ٢‏ أو س = -۲ 
۲ م م٠س‏ 


بترامة إقارة الدالة دهن ہو .٥دت‏ بد ا سط 
د(س) > ٠‏ على الفترة [-ء ]٠‏ وعلى الفترة ٠٢[‏ *] 

.. المساحة م دم م کا (س" + ٤س)‏ وس + 0 (س٤٣-٤س)‏ وس 

۽ س٤‏ - ۲ س۲] م + [+ س؟ - لاس ٢]‏ 

(ہ-(ع)) +( ۔۱۸-(ع)) 


١٢١١ _ 
وم‎ 


وحدة مربعة 


ملاحظة هامة 
لتعيين المساحة بين منحنى الدالة ومحور السينات والمستقيمين س --؟ 2 


نحد أن: 
اک عدم امس 1-2:5 دس اک سناس 5سا 
المساحة م چو ون 
ع1 ز8س دس اا ی :کی رس | 
١ . ١‏ 
=[ س؛ - ؟س"]' ,+ | س“ - ؟كس"].'| 
۱ ۷ 5 0 0 
٤=‏ + |( - ؟) - ٠‏ | دع + |-2] - 2 وحدة مربعة. 
اتل حاول أن تحل 
9 ار اة المتطقة السعويةالمحدهة بالميسى ص ۶۴۶٣س‏ ۔س؟ ومحور السات 
نفک نات 


أوجد مساحة المنطقة المستو ية المحددة بالمنحنى ص = ۲ + ۲س - س" والمستقيمات س = -۱ء س ٤‏ ء ص = ٠‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهناء التعاععى 


لچ مثال ‏ تطبيقات معمارية للمساحة 


کا کا ١‏ : 5 1 5 1 ۶ 

(4) صمم مهندس مدخل فندق على شکل قوس معادلته ص = - م (س )١-‏ (س -۷) حيث س بالأمتار فإذا غطى 

هذا المدخل بزجاج تكلفة المتر المربع الواحد منه ٠٠٠١‏ جنيه كم تكون تكلفة الزجاج؟ 
© الحل 

تملاحة الميالة: 

تكاليف زجاج مدخل الفندق = مساحة الزجاج بالآمتار المربعة × تكلفة المتر المربع الواحد 

بفرض أن التكاليف الكلية ك جنيهًا ء مساحة الزجاج م متر مربع 

1807م 5 

إيجاد مساحة الزجاج: 

باعتبار المستوى الأفقى محورًا للسينات معادلته ص = ٠‏ ومعادلة قوس 

مدخل الفندق ص - د(س) حيث: 


د(س) - - + (س )١‏ (س -۷) 


.. عند د(س) = ٠‏ فإن: س = ١‏ أو س = ۷ سس ۷ 
فتكون د(س) ٠>‏ لكل س 3 [۷۰۱] 
۷ ۷ 
المساحة م = ,1 -+ (س ۔١)‏ (س۔۷) و س= ہا (- + س"+64س -2) و س 
= [- لس" + ۲س - لجس ],"- ليك - (ج) 0018 من 2:00 


ا کے ۱٥٥‏ اماع ۲۷۰٢‏ 
أى أن: تکلفة تغطية مدخل الفندق بالزجاج تساوى ۲۷۰۰٢‏ جنيه 
ق حاول أن تحل 
(ك) إذا كانت تكلفة تغطية المتر المربع الواحد من أرضية ممرات الفندق بالجرانيت ٠٠٤‏ جنيه وتم تغطية 


٥ممرات‏ متطابقة بالجرانيت مساحة كل منها محدودة بمنحنى الدالة د والمستقيمين س = ٠ء‏ ص - ٠‏ 
حيث د(س) = ۱۲ - ج س". أوجد تکلفة تغطية الممرات الخمسة. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكنهدناء التعاععى 


تطبيقات على التكامل المحدد 


دهم 


ثانیّا: حجوم الأجسام الدورانية 
هل شاهدت صانع الفواخير وهو يحول التراب إلى تحف وأوانى طهى 
طعام بخلط الطين الأسوانى بالماء وتقطيعه ووضعه حول محور يدور؛ 
فيشكله بأصابعه وأدواته؛ لینتج أجسامًا ذات أشكال جذابة. بما تسمی 
هذه الأجسام؟ 
5 تصمم العبوات البلاستيكية لتعبئة المياة الغازية والعصائر 
والزيوت بأحجام مختلفة وسعات متعددة. كيف يمكن حساب 
حجمها أو سعتها عند تصميمها؟ 


Solid of Revolution المجسم الدورانی‎ 

ينشاً المجسم الدورانى من دوران منطقة مستوية دورة كاملة حول 
مستقيم ثابت فى مستويها يسمى «محور الدوران». 

توضح الأشكال التالية أمثلة لمجسمات دورانية ترسمها المساحة 1 


عند دورانها دورة كاملة حول المستقيم 3 


بك 4۹- ب ¬ _. 


مخروط قائم أسطوانة قائمة كرة 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الکیفیاء انتعلیقی 


حجم الجسم الناشئىّ من دوران منطقة مستوية حول محور السينات. 


0 إذا كانت د دالة متصلة على الفترة [أء ب] » د(س) >> ٠‏ لكل س 3 [ أء ب] ] فإن حجم الجسم الناشئ 
من دوران المساحة المحددة بالمنحنى ص = د(س) ومحور السينات والمستقیمین اس ت 
دورة كاملة حول محور السينات هو: ح = 7 .ا ” [د(س)]' و س 


مثال 
@ 0 دوران حول محور السینات 
(0) أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المستوية المحددة 
بمنحنى الدالة د ومحور السينات والمستقيمين س = -١ء‏ س - ١‏ 
دورة كاملة محور السینات علمًا بأن د(س) = س" + ١‏ 
© الحل: 6 ١‏ وا 
الدالة د كثيرة الحدود متصلة على الفترة [-۱۰۱]ء 
د(س) > ٠‏ لكل س 3 [اء ب] 
بفرض أن حجم الجسم الناشئ من الدوران > ح 


اح =7 285 (س؟ 4 َء س 


5 
= ا س 006110 


5 7 ہ٦‎ ۲ ٥ ١ 
س + س + سآ ے77 وحدة مكعبة‎ >[ 7 = 

[& حاول أن تحل 
(0) أوجد حجم الجسم الناشء من دوران المنطقة المستو ية المحددة بمنحنى الدالة د ومحور السينات والمستقيمين 


س = ۰ » س ٣‏ دورة كاملة حول محور السینات علمًا بن د(س) = س ما اسم المجسم الناشئ؟ بين كيف 


ق 0 تطبيقات الحجوم 

(5) باستخدام التكامل أثبت أن حجم المخروط الدائری القائم يساوى 7 س" ع حيث س طول نصف قطر 
قاعدته؛ ع ارتفاعه. 

© الحل: 

ينتج المخروط الدائرى القائم عن دوران مثلث قائم 7 

الزاویة بحيث يقع أحد ضلعی القائمة على محور السينات : 

دورة كاملة حول محور السينات. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


موقع الدكتور محعد رزق معلم الكنقياء انتعلیقی 


تطبيقات على التكامل المحدد 


4 


نوجد العلاقة بین س ء ص = د(س) 
طا8- > () ٠‏ ص = س ظا 6 = د(س) 
س 


ح77 با" اسا اوسا س اطا 0وس 


7 ع 1 
=[ س طا" 6] - ع" طا" )٢(6‏ 


ا#آناء ۔ حم 
١ 2‏ 

پالتتریض فی (04 پر ے يه 
ليلا حاول أن تحل 
© باستخدام التكامل أثبت أن: ERO‏ 
Gû)‏ حجم الكرة = 2 س" (س طول نصف قطر الكرة) معادلة الدائرة التى مركزها 
ہچ پچٗ کر و‫ ۱ نقطة الأصل )٠ »٠(‏ وطول 

( س طول نصف قطر قاعدة الأسطوانة ء ع ارتفاعها) دور ادا 


منا 
2 مثال دوران حول محور السينات 


© أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى س + حب - ١‏ ومحور السینات: حيث أء 
ب ثابتان» دورة كاملة حول محور السينات. ۱ 


© الحل: ۱ 
'. الدوران حول محور السينات .ص۱ = ب" (١۔‏ 0 ( 
حدود التكامل 
داه .سا آی أق سےا سےا 
ح = 2 رااب؟ (1- )ی س =۲ 2 ب | (۱- )ی س (لماذا؟) 


0 
۲ 2 ب' [س- )ا 7۲٢‏ ب'[ا-ج|] 
سی سر وحدة مكعبة. 
انا حاول أن تحل 


0 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = ٢س‏ - س" ومحور السينات» دورة 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء انتعلیمی 


8 ممیت 88 


4 


0 0 


اختر الإجابة الصحيحة من بین الإجابات المعطاة. 


ا اا البسننة راس هات ص ھس ف د اص د اآفارت: 


کے (ب) ١‏ 
١ 9‏ و 

ا الات الس ا كان السات ص د ا هاف 
0 © ع @ + © 


(۷) حجم الجسم الناشىء من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = ۷۲س ء ص = ٠ء‏ س - ١‏ دورة كاملة حول 
محور السینات یساوی 


® - 7 (ب) . © (۲)۵م7 


(۸) حجم الجسم الناشىء من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = ۷ س+٠‏ والمستقیمات ص = ٠‏ 
س = -۱ء س = ١‏ دورة كاملة حول محور السينات يساوى 


® ۴ھ 9 ° رك A10‏ 


3 


فى كل مما يأتى إحسب مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين: 


42 المنحنى ص = ه - س" ومحور السينات والمستقيمين س --؟», س - ١‏ 


موقع الدکتور محمد رزق معلم الكيعناء التعلیمی 


تطبیقات على التكامل المحدد ۳ 


9 لس تم اکس ۷ض ین د سد :صد 
0 ال فود س رالساات سک + شن جو صد 


0اس ص الو س وور السات 


3 
9 میسن ضے 9 والمستقيمات س - ١‏ › س -غ » ص = ٠‏ 
س 


© منحنى الدالة د: د(س) = (۳- س) (س ۔ "١‏ ومحورى الاحداثيات حيث د(س) . 

منحنى الدالة د: د(س) = (س - )١‏ (س - ؟) (س -۳) والمستقيمين س = ٤ء‏ ص = ٠‏ حيث د(س) ٠>‏ 

أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيات والمستقيمات المعطاة 
دورة كاملة حول محور السينات فی كل مما يأتى: 


(3) ص - س » س ٣٣ء‏ ص = ٠‏ 9 ص - ؟ - س » س - ٠ء‏ ص = ٠‏ 


١ 
٠ = ص - جو رو سے یت (9]) ص - |س | » س --؟ » س 4 » ص‎ )۸( 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معلم الکیعیاء التعلنقى 


